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Neue Constructionen der Perspeetive und Photo- 
srammetrie. 
(Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme, 1. Artikel. 
Hierzu Taf. I und Il, Fig. 1— 13. 


(Von Herrn Guido Hauck. ) 


$1. 


Exposition. Allgemeines über trilineare Verwandtschaft. Technische Perspeetive und Photogrammetrie. 


Di. Herren Rosanes, Schubert und Benno Klein haben, theils 
auf analytischem, theils auf synthetischem Wege, Untersuchungen über die 
trilineare Verwandtschaft zwischen drei einstufigen Grund- 
sebilden angestellt *), — eine Verwandtschaft, vermöge welcher in drei 
einstufigen Grundgebilden je drei Elemente einander so zugeordnet sind, dass 
durch zwei derselben das dritte eindeutig bestimmt ist. Der analytische 
Ausdruck dieser Verwandtschaftsbeziehung wird gebildet dureh eine Glei- 
chung, welche nach jeder von drei (die Lage der veränderlichen Elemente 
in den drei Grundgebilden ausdrückenden) Variabeln linear ist. 

Ich habe mich schon seit längerer Zeit mit der trilinearen Verwandt- 
schaft sowohl einstufiger als zweistufiger Grundgebilde beschäftigt, 
zu der ich jedoch auf einem wesentlich anderen Wege gelangt war, näm- 
lich dadurch, dass ich vom Gesichtspunkt der Deseriptiven Geometrie aus die 
Beziehungen untersuchte, die zwischen drei Projeetionen eines und desselben 
ebenen oder räumlichen Systems obwalten. 

So erhält man z. B. drei trilinear-verwandte Punktreihen, wenn man 
ein und dasselbe ebene System auf drei in seiner Ebene liegende feste Ge- 


*) Vgl. Rosanes: „Ueber linear-abhängige Punktsysteme“ $ U), dieses Journal, 


Bd. 88, 8. 269. — Schubert: „Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grund- 
gebilden“, Mathematische Annalen, Bd. XVII, 85. 457. — Benno Klein: „Theorie der 


trilinear-symmetrischen Elementargebilde“*, Marburg 1881. 


Journal für Mathematik Bd. XUCV. Heft 1. 
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rade von drei festen Centren aus projieirt und je drei solche Punkte ein- 
ander zuordnet, welche die Projeetionen eines und desselben Punktes des 
ebenen Systems vorstellen. 

Die genannte Erzeugungsweise durch Projection kann aufgefasst werden 
als das dualistische Gegenstück zu der von Herrn Schubert angewendeten 
Krzeugungsweise, welche die Erzeugungsweise durch Schnitt genannt werden 
möge. Nach dieser erhält man drei trilinear-verwandte Punktreihen, wenn 
man von den Punkten dreier in der nämlichen Ebene liegenden Geraden 
je drei solehe einander zuordnet, welche in gerader Linie liegen, und dann 
zu jeder dieser drei Punktreihen eine mit ihr projeetivische Punktreihe eon- 
struirt *). 

Während nun diese beiden Erzeugungsweisen (durch Projeetion und 
durch Schnitt) bei einstufigen Grundgebilden zu einer und derselben Ver- 
wandtschaft führen, bedingen sie bei zweistufigen Grundgebilden zwei 
verschiedene Verwandtschaftscharaktere. 

Es ist nämlich zunächst das Vorhandensein der zwei verschiedenen 
Fälle der zweifach gebundenen oder zweibündigen und der drei- 
fach gebundenen oder dreibäündigen trilinearen Verwandtschaft zu con- 
statiren, je nachdem bei analytischer Behandlung die dreimal zwei Variabeln 
zy, ©y, xy, welche die Coordinaten von drei zugeordneten Elementen 
der drei ebenen Systeme ausdrücken, durch zwei oder durch drei Glei- 
chungen gebunden sind. Man könnte diese zwei Verwandtschaften auch 
dureh die Bezeichnungen vierstufig und dreistufig unterscheiden, insofern der 
zweifache Verband eine vierfach unendliche Mannigtaltigkeit —. der drei- 
tache Verband eine dreifach unendliche Mamnigfaltigkeit von Tripeln zuge- 
ordneter Elemente liefert. 

Da man ferner als Grundelemente der drei ebenen Systeme entweder 
deren Punkte oder deren gerade Linien ins Auge fassen —, oder also die 
Variabeln zy, xy, z’y' entweder als Punkteoordinaten oder als Linien- 
eoordinaten verstehen kann, so hat man eigentlich vier Einzelverwandt- 
schaften zu unterscheiden, nämlich: 

1. die zweifach gebundene — 


*) Die durch die erste („geradlinigte‘“) Zuordnung gewonnenen drei Punktreihen 
sind zwar bereits trilinear verwandt, repräsentiren jedoch noch nicht den allge- 
meinsten Fall der trilinearen Verwandtschaft; dieser wird erst durch projeetivische 
Transformation erreicht. 





ee u 


ER: 


PR 2.7 SB a 


4 
$ 
fi 

& 
R 
63 
u 





ET ae 


TER ie 





2 
3 
N 
& 
= 
3 











2 a a ie 
Be} Asa 10 


BR 


RT 








Hauck, neue Constructionen der Perspective u. Photogrammetrie. R 


2. die dreifach gebundene trilineare Verwandtschaft ebener Punkt- 
systeme, 

3. die zweifach gebundene — 

4. die dreifach gebundene trilineare Verwandtschaft ebener Geraden- 
systeme. 

Setzt man nun des weiteren fest, dass in drei ebenen Systemen zu 
gleicher Zeit die Punkte und die Geraden einander trilinear zugeordnet sein 
sollen, so tritt eine Combination einer der zwei ersten mit einer der zwei 
letzten genannten Einzelverwandtschaften ein. Man überzeugt sich aber 
leicht, dass dies nur in der Art möglich ist, dass entweder die Einzelver- 
wandtschaften 1. und 4. oder 2. und 3. der obigen Classification zu einer 
combinirten Verwandtschaft zusammentreten, so dass man also zwei ver- 
schiedene Verwandtschaftscharaktere erhält: in der einen sind die Punkte 
dreifach, die Geraden zweifach gebunden, in der anderen sind die 
Punkte zweifach, die Geraden dreitach gebunden: und diese zwei 
combinirten Verwandtschaften stehen einander dualistisch gegenüber. 

Seien nämlich zy. xy, xy’ die Coordinaten der Punkte —., ur, 
ao, av die Coordinaten der geraden Linien der drei ebenen Systeme S, 
S', S’, und seien die Punkte dreifach gebunden dureh die drei Glei- 
chungen: 

fh aycya'y)=0, f(ayceyey)=0, hlayayc'y 0, 
so müssen diese drei Gleichungen so beschaffen sein, dass den Punkten 
zweier Geraden der Systeme S’ und 8”: 

uctey+l=0, werte y+1l=0 
im dritten System S Punkte entsprechen, die ebenfalls in gerader Linie 
liegen. Man erhält die Gleichung dieser letzteren geraden Linie dadurch, 
dass man aus den vorliegenden fünf Gleichungen die vier Variabeln zyx'y' 
eliminirt. Da die resultirende Gleichung vom ersten Grade nach x, y sein 
muss, so muss sie die Form haben: 

yluvuo).c+v(WvVuv).y+l = 0. 
Die Coordinaten der fraglichen Geraden sind somit: 

a=yp(uvuv), v=v(Weuv), 

und dies sind nun die Gleichungen, durch welche die Coordinaten ve, ur, 
av" dreier zugeordneter geraden Linien gebunden sind. Dieser Verband ist 
somit ein zweifacher. — Würden wir umgekehrt xy, x'y', xy" als Linien- 
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coordinaten, av, wv, u'e als Punkteoordinaten deuten, so würde sich dureh 
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dieselben Schlüsse ergeben, dass in derjenigen trilinearen Verwandtschaft, 
in welcher die Geraden dreifach gebunden sind, den Punkten ein zweifacher 
Verband zukommt. — 

Am anschaulichsten wird wohl — um wieder zu der ursprünglichen 
Frage der Erzeugung durch Projeetion und dureh Schnitt zurückzukehren 
— das gegenseitige Verhältniss zwischen unseren vier Einzelverwandt- 
schaften sowie deren zwei Combinationen klargelegt durch folgenden Satz: 

Bezieht man die Punkte, Geraden und Ebenen eines räumlichen 
Systems auf drei beliebige feste Projeetionsebenen, indem man von allen 
Punkten und Geraden die Projeetionen (von drei festen Centren aus, 
welche event. auch ins Unendliche fallen können) —, ferner von allen 
Geraden und Ebenen deren Spuren (Tracen) bestimmt und je drei solche 
Elemente der drei Ebenen einander zuordnet, welche die Projectionen oder 
die Spuren eines und desselben Raumelements vorstellen, so erhält man: 

1. in der Gesammtheit der Punktprojectionen: drei dreibündig- 
trilineare Punktsysteme, 

2. in der Gesammtheit der Geradenprojectionen: drei zwei- 
bündig-trilineare Geradensysteme, 

3. in der Gesammtheit der Geradenspuren: drei zweibündig- 
trilineare Punktsysteme, 

4. in der Gesammtheit der Ebenenspuren: drei dreibündig- 
trilineare Geradensysteme. 

Es ist damit nieht gesagt, dass man durch das genannte Verfahren 
jedesmal den allgemeinsten Fall der betreffenden Verwandtschaft erhalte. 
In der That wird sich im Verlauf unserer Untersuchungen ergeben, dass 
dies nur bei 1. und 2., nicht aber bei 3. und 4. der Fall ist. Vorerst mag 
man sich damit begnügen, den Satz durch Illustration an Specialbeispielen 
sich zu veranschaulichen und daraus vorgreifend die Veranlassung zu ent- 
nehmen, dass wir von den besprochenen zwei eombinirten Verwandtschaften 
diejenige, in welcher die Punkte dreifach, die Geraden zweifach gebunden 
sind, als projecetiv-trilineare Verwandtschaft —, dagegen diejenige, bei 
welcher die Geraden dreifach, die Punkte zweifach gebunden sind, als 
sectivr-trilineare Verwandtschaft bezeichnen. 

Durch das Gesagte ist zugleich die innige Zugehörigkeit der Theorie 
der trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme in das Gebiet der Descrip- 
tiven Geometrie gekennzeichnet. In der That dürfte diese T’heorie in 





tor 2217 BER 2 


FERN LTR N. > 27270 Renee 





Bchr ET es a 
RT ” rn DT 














en“ 


TTS 


ERS 











Hauck, neue Constructionen der Perspectire u. Photogrammetrie. 5 


cewissem Sinne vielleicht die Bedeutung einer Weiterbildung der 
„Geometrie descriptive* im (Geiste von Monrge beanspruchen. 

Der vorliegende I. Artikel giebt zunächst von der projeetie-trilinearen 
Verwandtschaft nichts als die Fundamentalconstruetion und deren Anwen- 
dung auf praktische Beispiele. Das überaus lebhafte Interesse, das in allerjüng- 
ster Zeit der Methode der Photogrammetrie von massgebender Seite entgegen- 
gebracht worden ist, mag es rechtfertigen, dass ich mich bei der Anwendung 
auf dieses Gebiet länger verweile, als es vielleicht vom Standpunkt des T'heo- 
retikers angezeigt erscheinen möchte. Eben aus diesem Grunde erachtete ich 
es für nothwendig, die vorstehenden Erörterungen über die allgemeine Natur 
der trilinearen Verwandtschaft zur vorläufigen Orientirung vorauszuschicken. 

In einem folgenden Artikel würde dann zunächst der Nachweis er- 
bracht werden, dass die zwischen drei Projeetionen eines räumlichen Punkt- 
systems bestehende Beziehung in der That den allgemeinsten Fall der 
dreibündig-trilinearen Punktverwandtschaft repräsentirt. Hieran würde sieh 
die Entwicklung der allgemeinen Eigenschaften dieser Verwandtschaft sowie 
die Betrachtung gewisser wichtiger Specialfälle —. fernerhin die Besprechung 
der sectiv-trilinearen Verwandtschaft sowie der trilinear-reeiproken Verwandt- 
schaft (mit ihren graphostatischen Beziehungen) reihen. Damit würden dann 
schliesslich die Mittel gewonnen sein, zu einer synthetischen Theorie der 
Erzeugnisse von trilinear-verwandten Grundgebilden (Curven und Flächen 
dritter Ordnung), wie dies schon von Herrn Schubert in seiner erund- 
legenden Abhandlung angedeutet worden ist. 


Für den gegenwärtigen Aufsatz erscheint es angezeigt, den Gegen- 
stand zunächst noch nieht vom Gesichtspunkt des allgemeinen Verwandt- 
schaftsbegriffes, sondern vom Gesichtspunkt der Darstellenden Geometrie 
aus zu behandeln, um dann von hier aus allmählich zur allgemeineren An- 
schauung aufzusteigen. 

Die Darstellende Geometrie (im engeren Sinne des Wortes) befasst sich 
mit der Aufgabe, gegebene räumliche Objeete in Uentral- oder Parallel- 
projeetion unter gegebenen Bedingungen darzustellen. Da aber ein räum- 
liches Objeet nach Gestalt und Lage im Raum im Allgemeinen selbst wieder 
durch zwei Projeetionen bestimmt ist, und in der Mehrzahl der Fälle auch 
wirklich durch zwei Projeetionen gegeben vorliegt, so kann die Funda- 
mentalaufgabe der in Rede stehenden Diseiplin dahin präeisirt werden: 
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Es ist aus zwei gegebenen Projectionen eines räumlichen Gebildes eine 
beliebige dritte Projection zu ermitteln. 

Hinsichtlich der praktischen Zwecke, welchen diese Aufgabe dient, 
sind zwei Specialformen derselben von besonderer Wichtigkeit: 

1. Sind die zwei gegebenen Projectionen Parallelprojeetionen (z. B. 
Grundriss und Aufriss), die gesuchte dritte Projeetion eine Uentralprojeetion, 
so liegt das Problem der Perspective vor, und zwar mag diese specielle 
Form der Aufgabestellung im Gegensatz zur „freien Perspective* als 
„technische Perspective* gekennzeichnet : werden. 

2. Sind die zwei gegebenen Projeetionen ÜUentralprojeetionen (z. B. 
zwei Photographien), die gesuchte dritte Projeetion eine Parallelprojeection 
(z. B. Grundriss oder Aufriss): so liegt das Problem der Photogrammetrie 
vor, welche sieh die Aufgabe stellt, geometrische Aufnahmen von Terrain- 
oder Architeetur-Objeeten mittelst photographischer Aufnahmen zu bewerk- 
stelligen. 

[Von Beautemps-Beaupre 1555 in Anregung gebracht — wurde die 
Photogrammetrie von Herrn Laussedat (d. Z. Direeteur du conservatoire 
national des arts et metiers A Paris) seit 1851 definitiv ausgebildet und mit 
entschiedenem Erfolge praktisch ausgeübt '), Seine photogrammetrische 
Aufnahme von Paris erfuhr 1860 die günstigste Beurtheilung seitens (der 
Academie des sciences '). In Deutschland wurden Laussedats grundlegende 
Arbeiten erst im Jahre 1865 durch einen Artikel Herrn Girards im Photo- 
graphischen Archiv bekannt °), woraufhin Herr Meydenbauer den Gegenstand 
aufgrifft und unter Benützung der — im nämliehen Jahre in den Handel 
gekommenen, bis zu einem Bildwinkel von 90° noch eentralperspeetivisch 
eorreet zeichnenden — Weitwinkel-Linsen (Steinheils Periskop und Buschs 
Pantoskop) *) die Methode praktisch ausübte und propagirte °). Auch der 
grosse (reneralstab hatte dem Gegenstande von Anfang an seine besondere 
Aufmerksamkeit zugewendet und erzielte u. a. im Jahre 1870 mit seinen 
(ohne Zuthun Meydenbauers) ausgeführten Aufnahmen vorzügliche Resultate "). 
Wesentliche Verdienste um die Methode, namentlich in theoretischer Be- 
ziehung erwarb sich Herr Jordan, welcher sich derselben bei der Rohlfs- 
schen Expedition in die Libysche Wüste 1873 — 74 mit grossem Glück 
bediente )] *). 


*, Man vergl. hierzu: ') die verschiedenen Abhandlungen Laussedatis im 
Memorial de lofficier du genie seit 1851. — °) Comptes rendus des seances de lac. 
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Es lag nun sehr nahe, die oben präeisirte Aufgabe (aus zwei Pro- 
jeetionen eine beliebige dritte zu ermitteln) in ihrer allgemeinsten Form 
in Angriff zunehmen. Es liess sich erwarten, dass ihre Lösung die manch- 
faltigen Speeialeonstruetionen der praktischen Perspeetive und Photogram- 
metrie sämmtlich als einfache Speeialfälle in sieh enthalten werde. Die 
Fundamentaleonstruetion der projeetiv -trilinearen Verwandtschaft, wie sie 
im Folgenden gegeben wird, erfüllte in der That diese Erwartung: sie er- 
wies sich gleichzeitig als eine ergiebige Quelle von neuen Üonstruetions- 
methoden für die Darstellende Geometrie. Dieselben wurden bereits im 
Frühjahr 1882 im Constructionssaal für Descriptive (seometrie unserer 
Technischen Hochschule auf ihre praktische Brauchbarkeit geprüft und be- 
währt erfunden. 

Ein besonderes Interesse gewinnen die in Rede stehenden Construe- 
tionen noch durch den Umstand, dass sie sich sehr leicht in einen mecha- 


nischen Apparat übertragen lassen, das heisst in einen Mechanismus, 


welcher — bestehend aus einem kinematisch verketteten Gestänge mit zwei 
Führungsstiften und einem Zeichenstift — die betreffende Construction in 


der Art mechanisch ausführt, dass, wenn man mit den zwei Führungsstiften 
die zugeordneten Linien der zwei gegebenen Projectionen durchfährt, gleich- 


zeitig der Zeichenstift die entsprechenden Linien der gesuchten dritten Pro- 


jeetion mechanisch beschreibt *). Während es bisher der praktischen Geo- 


metrie nur in der Weise möglich war, Curven aufzunehmen, dass man 
einzelne Punkte derselben einvisirte und festlegte, welche man dann durch 
einen stetigen Uurvenzug aus freier Hand verbinden musste, stellt die photo- 
srammetrische Methode nunmehr mit Hilfe des in Rede stehenden Apparates 


des sc. 1.50 (1860), p. 1127. — °) Girard: „Laussedats Arbeiten in Bezug auf die 
Anwendung der Photographie zur Aufnahme von Plänen, (naclıı dem Journal des 
Debats und dem Bulletin de la Soc. Franc. de Photogr. vom März 1865)“, Photogr. 
Archiv, Bd. 6, Jahrg. 1865, 8. 316. — *) Remele: „Das Periskop von Steinheil und 
das Pantoskop von E. Busch“. Photograph. Mittheilungen, 11. Jahrg., November 1865, 
53.97. — °’) Meydenbauer: „Ueber die Anwendung der Photographie zur Architektur- 
und Terrain- Aufnahme“. Zeitschrift für Bauwesen, Jahrg. 17, 1867, 8.61. — °) Er 
klärung Meydenbauers in der Deutschen Bauzeitung, Jahrg. 16, 1882, 8. 241. — ') Jor- 
dan: „Ueber die Verwerthung der Photographie zu geometrischen Aufnahmen (Photo- 
srammetrie)“. Zeitschrift für Vermessungswesen, Bd. 5, 1876, >. 1. 

*) Das Modell eines solchen Apparates (eingestellt für das Beispiel: Perspeetive 
aus Grundriss und Aufriss) wurde von mir der Physikalischen Gesellschaft zu Berlin 
in ihrer Sitzung am 4. Mai d. J. vorgelegt. Vgl. „Verhandlungen der physikal. Ges. 
in Berlin“, 1883, No. 8, 8. 43. 
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die Möglichkeit in Aussicht, Curven in ihrem ganzen continuirlichen Ver- 
laufe unmittelbar aufzunehmen. Erst hiedurch dürfte die Photogrammetrie 
ihre volle Leistungsfähigkeit gewinnen. 


$ 2. 
Fundamentalsatz über die Beziehung zwischen zwei Projectionen eines und desselben räumlichen Gebildes. 

Es seien (Fig. 1. a) S’ und ST” zwei Projeetionsebenen, 0, und O, die 
zugehörigen Projeetionsceentren. Die Sehnittlinie 9, der zwei Projections- 
ebenen nennen wir den Grundschnitt. Die Verbindungslinie 0,0, möge 
die zwei Projectionsebenen in den Punkten o, und o/ schneiden, welche 
wir die Kernpunkte der zwei Ebenen nennen. Dieselben haben die Be- 
deutung, dass jeder die seinem System entsprechende Abbildung 
(Projeetion) des gegnerischen Projeetionscentrums vorstellt. 
(Dieser Bedeutung entsprechend sind die Bezeichnungen o, und 0, hin- 
sichtlich der Aecente und Indices getroffen.) 

Sollen nun x’ und x" die Projeetionen eines und desselben Object- 
punktes X vorstellen, oder — wie wir uns kurz ausdrücken — sollen x 
und x" zwei zugeordnete Punkte der Ebenen S’ und S” sein: so müssen 
die projieirenden Strahlen 0,2 und O,x” in einer Ebene liegen, — eine 
Bedingung, die leicht in den Projeetionsebenen selbst verifieirt werden 
kann. Da nämlich die drei Ebenen S’, S’ und 0,0,X sich nach den Linien 
9. x0, und x’o, schneiden, und da die Sehnittlinien dreier Ebenen in 
einem Punkte zusammentreffen: so müssen sich x’o, und x’o/ in einem 
Punkte @, des Grundsehnitts 9, schneiden. Da dies für jedes Paar zu- 
veordneter Punkte =’ und =” gilt und da die Kernpunkte 0, und o, unver- 
änderlich sind, so haben wir den Satz (vgl. Fig. 1. b): 

Die beiden Projectionsfiguren werden von den Kernpunkten aus durch 
perspectieische Strahlenbüschel projieirt, und zwar repräsentirt der Grundschnitt 
die Axe der Perspectivität. 

Befinden sich zwei ebene Gebilde, welche die Projeetionen eines 
und desselben räumlichen Objeetes vorstellen, in derjenigen Lage im Raum, 
in welcher jedes zu dem räumlichen Objeete perspectivisch ist, so wollen 


wir sagen, sie befinden sich zu einander in orientirter Lage. Dem 
gefundenen Satze zufolge bildet also die Perspeetivität der zwei Kern- 
strahlenbüschel das Kriterium für die orientirte Lage. — Da nun aber 
zwei projeetivische Strahlenbüschel stets, und zwar auf unendlich ver- 
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schiedene Weise, in perspectivische Lage gebracht werden können, so lässt 
sich unser Satz in allgemeinerer Form auch so aussprechen: 

Zwei ebene Gebilde, deren Punkte einander paarweise zugeordnet sind, 
können als die Projectionen eines und desselben räumlichen Gebildes angesehen 
werden, wenn sie sich von zwei in ihren Ebenen liegenden Punkten durch 
projectivische Strahlenbüschel projieiren lassen. Zwei ebene Gebilde, welche 
dieser Bedingung genügen, können stets auf unendlich verschiedene Weise in 
orienlirte Lage übergeführt werden, nämlich dadurch, dass die genannten zwei 
Strahlenbüschel in perspectivische Lage gebracht werden. 

Die verschiedenen räumlichen Gebilde, als deren Projeetionen die 
zwei ebenen Gebilde für verschiedene orientirte Lagen und für verschiedene 
Annahmen der Projeetionscentren auf der Verbindungslinie der zwei Kern- 
punkte angesehen werden können, sind zu einander eollinear-verwandt. 

Es wurde schon oben bemerkt, dass die zwei Kernpunkte die Ab- 
bildungen der zwei Projeetionscentren vorstellen. Man erkennt nun weiter, 
(vgl. Fig. 1. a und b), dass von den zwei in Rede stehenden Strahlenbüscheln 
o, und o, jedes die seinem Svstem entsprechende Abbildung des 
projieirenden Strahlenbündels des gegnerischen Projeetions- 
systems repräsentirt. — (Von dieser Erwägung ausgehend hätte unser 
Satz einfach auch so bewiesen werden können: Zwei Strahlen der Büschel 
o, und o,, welche die Abbildungen zweier nach dem nämlichen Punkt X 
des haumes führenden projieirenden Strahlen 0,X und 0,X vorstellen, 
mögen zugeordnete Strahlen genannt werden. Fasst man nun die einzelnen 
Punkte @, des Grundschnitts g, als räumliche Punkte X auf, so fallen für 
jeden solchen Punkt seine zwei Projeetionen x und x’ ebenfalls nach @,.. 
Daher sind immer zwei von o, und o), nach einem Punkt @, gezogene 
Strahlen einander zugeordnet.) 

Die beiden Kernpunkie stellen sö»guläre Punkte ihrer respectiven 
Ebenen vor. Während im allgemeinen diejenigen Punkte, welche einem 
bestimmten Punkt der einen Ebene zugeordnet sein können, in der andern 
Ebene auf eine bestimmte Gerade, nämlich einen Kernstrahl, beschränkt 
sind, kommt dem Kernpunkt die Eigenthümlichkeit zu, dass ihm jeder 
beliebige Punkt der andern Ebene als zugeordneter zugetheilt werden kann. 

Unser Satz erleidet keinerlei Alteration, auch wenn eines der beiden 
Projeetionscentren, z. B. O0, ins Unendliche fällt, wenn also die Projeetion 
auf S eine Parallelprojeetion ist. In dem besonderen Fall, wo hiebei 
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das von O0, ausgehende projieirende Parallelstrahlenbündel parallel zu der 
andern Projeetionsebene S” ist, fällt auch o, ins Unendliche, und wird also 
aus dem Strahlenbüschel o, ein Parallelstrahlenbüschel, welches dem Bündel 
0, parallel ist. 

Liegen ferner beide Projeetionscentren im Unendlichen, so fallen 
auch beide Kernpunkte ins Unendliche. Sind also beide Projeetionen 
Parallelprojeetionen, so gehen die zwei Strahlenbüschel 0, und o/ in 
Parallelstrahlenbüschel über, und zwar sind dieselben parallel mit den Schnitt- 
linien einer zu den zwei projieirenden Parallelstrahlenbündeln parallelen 
Ebene. Sie sind also in dem speciellen Fall der orthogonalen Parallel- 
projeetion senkrecht zum Grundschnitt. Man kann hiernach den in Rede 
stehenden Satz als eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der 
Mongeschen Geometrie descriptive („die beiden Projectionen eines Punktes 
liegen in einer Senkrechten zum Grundschnitt“) auffassen. 


83. 

Die Fundamentalconstruetion der projeetiv-trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme. 

Es seien (Fig. 2. a) drei Projeetionsebenen S, S’, S”’, nebst den zu- 
gehörigen Projeetionscentren O0, O,, 0, gegeben. Auf zweien derselben, 
z.B. S’ und S”, seien die Projeetionen eines räumlichen Objectes gegeben. 
Die Aufgabe ist: dessen Projeetion auf die dritte Ebene S zu finden, und 
zwar durch eine Construction, die sich bloss in den Projectionsebenen selbst 
bewegt. 

Die Schnittlinien der drei Projeetionsebenen werden wieder als 
Grundschnitte bezeichnet und seien: g, zwischen S und S’, 9, zwischen S 
und S’, g, zwischen S’ und S”. Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der 
drei Grundsehnitte sei A. | 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz gilt nun für je zwei 
der drei Projectionen und liefert die Mittel zur Lösung der in Frage stehen- 
den Aufgabe. 

Wird das von den drei Projecetionsebenen gebildete Dreikant von 
der Ebene 00,0, nach dem Dreieck M,M,M,, geschnitten, so erhält man 
in den Schnittpunkten der Seiten dieses Dreiecks mit den Verbindungslinien 
der drei Projeetionscentren die dreimal zwei Kernpunkte o, und 0’, 0, und 
und o,, wo die Bezeichnung einerseits hinsichtlich der Accente mit 
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Rücksicht auf die Ebene gewählt ist, welcher der betreffende Punkt an- 
gehört, andererseits hinsichtlich der Indiees mit Rücksicht auf das Projec- 
tionscentrum, dessen Abbildung ‘er repräsentirt*). Wir nennen die drei 
Verbindungslinien der Kernpunkte M;M,, M,M,, M,M;: die Hauptaxen 
der betreffenden Ebenen und bezeichnen die ganze Figur 2. a als die Vor- 
bereitungsfigur. 

Man denke sich nun das Dreikant A,g,9g, nach der Kante 9. 
aufgeschnitten und seine drei Flächen in die Zeiehnungsebene ausgebreitet, 
(die Ebenen S’ und S’ in die Ebene S umgeklappt) (s. Fig. 2. b), wobei 
die zwei Lagen der aufgeschnittenen Kante g, sowie der auf ihr liegen- 
den Punkte durch einfache und zweifache Accentuirung unterschieden 
werden mögen. Die so entstehende Figur nennen wir die Ausführungs- 
figur. Die Uebertragung der Kernpunkte von der Vorbereitungsfigur in 
die Ausführungsfigur geschieht dadurch, dass zuerst auf den Grundschnitten 
die Entfernungen der Punkte M von Punkt A abgeschnitten und dann auf 
den Verbindungslinien der Punkte M die Kernpunkte aufgetragen werden. 

Sind nun x und x” irgend zwei zugeordnete Punkte der gegebenen 


Pe) 


Projeetionen, so findet man — zufolge dem im vorigen Paragraphen be- 
sprochenen Satze — den zugeordneten Punkt x der gesuchten dritten Pro- 


jeetion dureh folgende Construction: 

Man zieht xo und x'o', bis sie die beziüglichen Grundschnitte g, und 
9 schneiden in G, und G,; man zieht hierauf (1,0, und G,0, und erhält in 
deren Schnittpunkt den gesuchten Punkt x. 

Die Controle darüber, dass =’ und x’ wirklich zwei zugeordnete 
Punkte sind, geschieht mittelst der zwei Kernpunkte 0), und 0): Man zieht 
zo, und xz’o,, bis sie g,» und g,. schneiden in @, und @‘,, dann muss 
AG, = A@,, sein. 


*) Noch unmittelbarer würde das Prineip dieser Bezeichnung ins Auge fallen, 
wenn die Projecetionsebenen dureh S°, S’, S’ —, die Projeetionseentren durch O,, O,, 0, 
bezeielinet wären; die Kernpunkte würden dann sein: 0" und o/, o/, und 0”, 0" und 
0). Bei der im Text gewählten Bezeiehnungsweise sind Accent und Index 0 überall 
unterdrückt. — Die consequente Festhaltung dieser Benennung ist für das Folgende 
von Wichtigkeit. Indessen werden wir uns späterhin bei Betrachtungen, wo die in 
Jener Bezeichnung ausgedrückte Bedeutung der Kernpunkte weniger ins Gewicht 
fällt, mitunter auch einer kürzeren Benennung bedienen, indem wir (mit Anlehnung 
an Herrn Schubert) bezeichnen: 
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Diese Controle kommt namentlich zur Verwerthung in dem Falle, wo 
die zwei gegebenen Projectionen Curven enthalten (vgl. Fig. 1.d). Um dann 
die dritte zugeordnete Curve aus einzelnen Uurvenpunkten x zeichnen zu 
können, hat man zuvor auf den zwei gegebenen Curven K' und K” eine 
heihe von Paaren zugeordneter Punkte x’ und x” zu markiren, was da- 
durch geschieht, dass man etwa =’ auf K' beliebig wählt, x’o, zieht bis 
zum Sehnitte @, mit 9), A@, = A@, auf g,, macht und @);0,) zieht, welche 
die Curve K’ in z” schneidet. — Man wird im allgemeinen mehrere 
Schnittpunkte x” erhalten. Man bemerke aber, dass — wenn durch K' 
und AK” eine Curve im Raum eindeutig bestimmt sein soll — die zugeord- 
neten Aeste von K und K ausdrücklich bezeichnet sein müssen (wie dies 
schon aus der Mongeschen Descriptiven Geometrie genügend bekannt ist.) — 

Man erkennt leicht, dass das Verfahren vollkommen in Giltigkeit 
bleibt, bezw. wie sich dasselbe modifieirt, wenn ein oder mehrere Projeetions- 
centren oder Kernpunkte ins Unendliche fallen. — 

Liegt von einem Tripel zugeordneter Punkte x, x’, x einer in der 
Hauptaxe seiner Ebene, so findet (abgesehen von den nachher zu bespre- 
chenden Speeialfällen) dasselbe auch für die zwei andern Punkte statt. Es 
lässt aber dann die angegebene allgemeine Construction im Stich. Man 
kann in diesem Falle entweder auf die Vorbereitungsfigur (Fig. 2. a) reeurriren, 
wo auf den drei Hauptaxen die Punkte z, x’, x’ durch die zugehörigen drei 
Projeetionscentren einander so zugeordnet sind, dass sie drei trölinear-verwandte 
Punktreihen bilden (vgl. $ 1, S. 1 unten); man erhält zu einem Paar x, x" 
das zugehörige x dadurch, dass man O,x und 0,2” zieht bis zu ihrem 
Schnitt X, hierauf OX zieht, welche die Hauptaxe 0,0, in x schneidet. Oder 
aber, wenn die Operationen ausschliesslich auf die Ausfährungsfigur beschränkt 
bleiben sollen, kann man in dieser x und x” mit A verbinden, auf den 
Verbindungslinien irgend ein anderes Paar zugeordneter Punkte y’_ und y" 
wählen (Controle für die Zuordnung mittelst 0, und o,), den dritten zu- 
geordneten Punkt y eonstruiren und diesen mit A verbinden: so erhält 
man im Schnittpunkt der Linie Ay mit der Hauptaxe 0,0, den gesuchten 
Punkt x. — Statt des Punktes A (in welchem drei zugeordnete Punkte 
zusammenfallen) kann übrigens auch ein ganz beliebiges Tripel zugeord- 
neter Punkte a, a’, a’ benutzt werden. 

Es empfiehlt sich dieses Verfahren nicht bioss für Punkte, welche 


auf den Hauptaxen selbst liegen, sondern auch für solche in nächster Nähe 
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derselben, da für sie die Bestimmung in Folge von langen Schnitten un- 
sicher wird. — 

Die sechs Kernpunkte stellen singuläre Punkte der betreffenden 
Projeetionsebenen vor. Sie gruppiren sich in doppelter Weise zu l’aaren 
von der Eigenschaft, dass, wenn die Punkte eines Paares als zugeordnete 
Punkte figuriren, der jedesmalige dritte zugeordnete Punkt mehr oder 
weniger unbestimmt wird. — Wir wollen zwei solche Kernpunkte, welehe 
die Abbildungen eines und desselben Projeetionseentrums repräsentiren, 
deren Bezeichnungen also den nämlichen Index tragen, (als: 0 und 0", 
o, und 0,, © und 0) — correspondirende Kernpunkte nennen, ferner 
zwei solche, von denen jeder die Abbildung des dem System des andern zu- 
sehörigen Projeetionscentrums vorstellt, welche also hinsichtlich der Accente 
und Indices umgekehrt bezeichnet sind, (als: o, und 0’, 0, und 0). 
o und 0) — gegnerische Kernpunkte nennen. — Diese doppelte Paarung 
der Kernpunkte kommt nun in folgender Weise zur Geltung: 

Fällt von einem Tripel zugeordneter Punkte einer in einen Kernpunkt, 
so muss stets ein zweiter ebenfalls in einen Kernpunkt fallen, und zwar 
entweder in den correspondirenden oder in den gegnerischen. Der dritte 
zugeordnete Punkt wird unbestimmt: und zwar kann zu zwei correspon- 
direnden Kernpunkten als dritter zugeordneter Punkt jeder beliebige Punkt 
der dritten Ebene functioniren, während zweien gegnerischen Kernpunkten nur 
jeder beliebige Punkt der Hauptaxe der dritten Ebene zugeordnet ist. 

Denn bezeichnet wieder X den Punkt des kaumes, dessen Projee- 
tionen die drei zugeordneten Punkte x, x, x vorstellen, und fällt z. B. 
(vgl. Fig. 2.a) der Punkt x mit dem Kernpunkt 0° zusammen, so muss 
der Punkt X irgendwo auf dem Strahl 0,0 liegen. Fällt er speciell mit 
0 zusammen, so kommt =’ in den eorrespondirenden Kernpunkt 0" 
zu liegen, während der Strahl OX und tolglich auch dessen Schnitt- 
punkt x mit der Ebene S unbestimmt wird. Hat aber Punkt X irgend 
welche andere Lage auf dem Strahl 0,0, so fällt x in den gegnerischen 
Kernpunkt o,, der Strahl 0;X liegt dann unbestimmt in der Ebene 00,0, 
und somit der Punkt x’ unbestimmt. auf der Hauptaxe 0o’o\. 

Schliesslich sei noch ausdrücklich darauf hingewiesen, dass den drei 
Grundschnitten in keinerlei Weise der Charakter von singulären Elementen 
zukommt (ein Punkt, der im ll. Artikel seine ausführlichere Erörterung 
finden wird). 
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Wir unterbrechen hier die allgemeine T'heorie und wenden uns zu 


der Betrachtung einer Reihe von praktischen Anwendungen der Fundamen- 
taleonstruetion. 


$.4. 
Beispiel I. Centralperspecetive aus geometrischem Aufriss und Seitenriss. 

(Gegeben seien Aufriss-Projeetion und Seitenriss-Projection 
eines (architektonischen) Objeetes, gesucht: eine bestimmte Uentralpro- 
jeetion. 

Die gegenseitige Lage der Grundschnitte und Kernpunkte bestimmt 
sich aus einer einfachen Vorbereitungsfigur, welche als Grundriss-Projeetion 
aufgefasst werden mag (Fig. 3. a*)). In derselben stellen sich die drei verti- 
:alen Projeetionsebenen ( Bild-Ebene S, Aufriss-Ebene S’, Seitenriss-Ebene S") 
als gerade Linien —, die drei vertiealen Grundschnitte g,, 9, 9, als Punkte 
dar. Das der Bild-Ebene S zugehörige Projeetionscentrum (Augpunkf) sei O. 
Die zwei andern Projectionscentren O0, und O, fallen ins Unendliche, und 
zwar in der Richtung senkrecht zu der Aufriss- und der Seitenriss-Ebene. 
Die in diesen Richtungen durch O gezogenen Strahlen schneiden die be- 
‚treffenden Projeetionsebenen in den Kernpunkten o’ und o,, 0’ und o,. In 
Fig. 3. a sind die Grundriss-Projeetionen dieser Punkte durch die gleich- 
lautenden Buchstaben bezeichnet **); sie liegen in einer Höhe über der 
Grundriss-Ebene gleich der gegebenen Höhe des Augpunktes 0. 

Man erkennt sofort, dass o, und o, identisch sind mit den zwei Haupt- 
Fluchtpunkten. Man bemerke ferner, dass o° und o” die Aufriss- und 
Seitenriss-Projeetion des Augpunktes O vorstellen. — Die zwei 
anderen, dem Grundsehnitt 9, zugehörigen Kernpunkte fallen ins Unend- 
liche, und zwar in horizontaler Richtung. 

Schneidet man nun nach dem Grundschnitt g, auf und dreht die 
Aufriss-Ebene und Seitenriss-Ebene um die Linien g, und g, in den durch die 
Pfeile angedeuteten Richtungen, bis sie mit der Bild-Ebene zusammenfallen: 
so erhält man die in der Ausführungsfigur (Fig. 3. b***)) ersichtliche Lage 
der Grundsehnitte, der Kernpunkte und der Aufriss- und Seitenriss-Figuren. 


*) Man ignorire in Fig. 3.a zunächst die in Klammern eingeschlossenen Buchstaben. 
*#) Wir gestatten uns dies auch im Folgenden jederzeit, wo es nicht zu Miss- 
verständnissen Veranlassung geben kann. 
###) Man berücksichtige von Fig. 3. b zunächst nur die obere Partie. 
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Die drei Hauptaxen fallen in eine Gerade, welche identisch ist mit der 
Horizontlinie. Denkt man sich Aufriss und Seitenriss auf besonderen Blättern 
gegeben, so werden diese in der richtigen Lage auf das Zeichenbrett auf- 
geheftet, und es beginnt nun sofort die Construction des perspectivischen 
Bildes nach Vorschrift von $ 3, wie es Fig. 3. b veranschaulicht. Dabei 
ist es überaus wichtig, sich der Bedeutung der verschiedenen Kern- 
punkte und ihrer Strahlenbüschel als der Abbildungen der verschiedenen 
Projeetionscentren und ihrer projieirenden Strahlenbündel beständig be- 
wusst zu bleiben. (So bedeuten z. B. die zwei Fluchtpunkte o, und o, 
die Abbildungen der unendlich fernen Projeetionscentren der Aufriss- und 
Seitenriss - Projeetion, während die Fluchtstrahlen die Abbildungen der 
projieirenden Lothe vorstellen. Andererseits bedeuten 0° und 0” und ihre 
Strahlenbüschel: die Aufriss- und Seitenriss-Projeetion des Augpunkts und 


des Sehstrahlen-Bündels.) — Im übrigen bedarf die Figur keiner weiteren 
Erklärung. 


Man erkennt leicht, welche Modifieation die besprochene Üonstruetion 
für den Fall der Frontansicht erfährt. 

Fig. 4. a zeigt zunächst die Vorbereitungsfigur (man vgl. sie mit 
Fig. 3.a). Die Bild-Ebene S ist parallel der Aufriss-Ebene S’; daher fällt 
der Grundsehnitt g, ins Unendliche. Ferner fällt der Kernpunkt 0, ins 
Unendliche (in horizontaler Richtung). 

Schneidet man nun längs 9, auf und bringt die Aufriss- und Seiten- 
riss-Ebene in Coineidenz mit der Bild-Ebene, und zwar die erstere durch 
Parallelverrückung, die letztere durch Drehung um 9 in der durch den 
Pfeil angedeuteten Richtung: so erhält man die in der Ausführungsfigur 
(Fig. 4. b) ersichtliche Lage. — Da der Kernpunkt 0, im Unendlichen in 
horizontaler Richtung liegt, so wird das Strahlenbüschel o, zum horizontalen 
Parallelstrahlenbüschel. Da ferner der Grundschnitt g, im Unendlichen 
liegt, so werden je zwei zugeordnete Strahlen der zwei Büschel o, und 
o (welche sich auf g, schneiden müssten) einander parallel, so dass das 
eine dieser Büschel als die Parallelverschiebung des andern angesehen 
werden kann. — Man könnte zum Behuf weiterer Vereinfachung der Con- 
struetion die Parallelverrückung der Aufriss-Ebene so ausführen, dass o' 
mit o, zusammenfiele, so dass dann auch die zwei Strahlenbüschel 0’ und 
o, zusammenfallen würden. Dabei würde freilich die Perspeetiv-Figur von 
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der Aufriss-Figur theilweise verdeckt werden; doch gewinnt man dadurch 
Fühlung mit älteren Methoden. 


$5. 
Bemerkungen zu Beispiel 1. 
Das im vorigen Paragraphen behandelte Beispiel wird bei architek- 
tonisehen Objeeten (namentlich bei Werken der Kleinkunst, wo sehr häufig 
nur der Aufriss und die Profilirung gegeben ist) eine werthvolle Verwen- 
dung finden können. — Indessen sind für die praktische Anwendung der 
Methode noch verschiedene Bemerkungen hinzuzufügen, ohne deren ge- 
naue Beachtung die Methode kaum einen Anspruch auf Brauchbarkeit 
in Praxi erheben dürfte. 
l. Zunächst ist darauf hinzuweisen, dass die Construction für einen 
Punkt des Horizontes unbestimmt wird und auch in der Nähe des Horizontes 
nicht sehr genau ist, da sich hier die Linien unter sehr stumpfen Winkeln 
schneiden, wodurch namentlich die sichere Bestimmung der verticalen Linien 
sefährdet wird. — Man hilft diesem Uebelstand ab genau in der Weise, 
wie in $ 3 (8. 12, unten) angegeben wurde. Die dort verwendeten, durch 
Punkt A gezogenen Hilfslinien sind aber nun (da A im Unendlichen in 
verticaler Richtung liegt) vertieal; das Verfahren kommt somit darauf hin- 
aus, dass man vertical über oder unter dem fraglichen Punkt x’, =" einen 
Hilfspunkt y, y' wählt, dessen Perspeetive y construirt und durch y eine 
Vertieale zieht. — Nehmen wir an, es würde dies mit einer ganzen Anzahl 
von Punkten «', x" ausgeführt (s. Fig. 5) und die Hilfspunkte y', y' würden 
alle in gleicher Höhe angenommen, so würden die Punkte Y, deren Pro- 
jeetionen y' und y’ vorstellen, alle in einer horizontalen Ebene liegen und 
in dieser eine Grundriss-Figur des gegebenen Objectes markiren. Die 
zugeordneten Bildpunkte y würden somit einen sogen. perspectivrischen 
Grundriss erzeugen. Man kommt also auch bei unserer 'T’'heorie auf die 
bekannte Methode des tiefer oder höher liegenden perspeetivischen Grund- 
risses, welehe in der gewöhnlichen Theorie den nämlichen Zweck verfolgt: 
vor Ungenauigkeiten, die durch lange Schnitte bedingt sind, zu schützen. 
Bei unserer Methode kann ein solcher perspeetivischer Grundriss unmittelbar 
hergestellt werden, ohne dass es nothwendig wäre, vorher den Grundriss 
in wahrer Gestalt zu zeichnen. Erst durch diese Modification (nach dem 
Schema Fig. 5) gewinnt Beispiel I praktischen Werth. 





a a) 





Ve er 


Ne 


ve Die - 


BIN 3 Anz 


Arc Ai 


Hauck, neue Constructionen der Perspective u. Photogrammetrie. 17 


2. Hinsichtlich der Anordnung der Vorbereitungs- und Ausführungs- 
figur mag Folgendes beachtet werden: 

Was zunächst die Lage der Aufriss- und Seitenriss-Ebene (s. Fig. 3.«a 
anlangt, so können dieselben parallel zu den zwei Hauptfacaden des Objeetes 
in beliebigem Abstande von diesem gewählt werden. Rückt man eine der 
zwei Ebenen, zZ. B. die Aufriss-Ebene S’ vor oder zurück, so hat dies in der 
Ausführungsfigur (Fig. 3.b) zur Folge, dass die Aufriss-Figur mitsammt ihrem 
Strahlenbüschel o sich entlang der Horizontlinie nach links oder rechts 
verschiebt. Die perspeetivische Lage des Biüschels 0° mit dem festen 
Büschel o, bleibt hiebei stets erhalten: die Axe der Perspeetivität (Grund- 
schnitt g,) erfährt aber eine Parallelverrückung nach links oder rechts. 
Die Wahl der Aufriss- und Seitenriss-Ebene ist nun so zu treffen, dass die 
Kernpunkte in angemessene (möglichst weite) Entfernung von den Grund- 
schnitten g, und 9 zu liegen kommen. Am zweckmässigsten ist es. die 
Wahl so zu treffen, dass die Grundschnitte zwar nicht mehr in das perspee- 
tivische Bild hineinfallen, aber demselben doch möglichst nahe zu liegen 
kommen ”). Noch sei darauf aufmerksam gemacht, dass die Kernpunkte 
o, und o, ebenso gut innerhalb der Grundschnitte g, und 9 fallen können als 
ausserhalb derselben (wie in Fig. 5). Im ersten Falle kommen 0’ und o' 
ausserhalb, im letzteren Falle innerhalb zu liegen. Die letztere Lage ver- 
dient im allgemeinen den Vorzug”**), 

Man bemerke schliesslich. dass S Fig. 3.b jederzeit 0,1, -oM 
und 0,M, — o’M, ist, und dass zwischen diesen zwei Paaren von Streeken 
die Beziehung besteht, dass die aus ihnen (als Hypoten. u. nieht homol. 
Kath.) gebildeten zwei rechtwinkligen Dreiecke 9,00, und 0,0'g, in Fig. 3.«a 
ähnlich sind, oder dass die Beziehung besteht: 

oM, _ ii... | 
a 
3. Bei der dureh Fig. 3 illustrirten Operationsweise wurden Aufriss- 


*) In Fig. 5.a ist eine solehe Lage der Ebenen S’ und S”’, — desgleiehen in 
Fig.3.b die entsprechende Lage der Grundsehnitte g, und g, (in Beziehung auf die 
Perspectivfigur) durch punktirte Linien angedeutet. Die in der (ausgeführten) Fig. 3 
gewählten Entfernungen würden sich für eine genaue Construetion in Praxi als un- 
geeignet erweisen. Bei dieser, wie überhaupt bei sämmtlichen Figuren, war 
nicht sowohl die Rücksicht auf die zeichnerische Praxis, als vielmehr die Rücksieht 
auf die schematische Klarheit der Figur für die Anordnung masszebend. 

*#) Als auf einen interessanten Specialfall sei noch auf die Annahme der Aufriss- 
und Seitenriss-Ebene dureliı den Augpunkt O hingewiesen. 
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und Seitenriss-Ebene nach aussen gedreht, so dass sie nun in umgeklappter 
Lage ihre Rückseiten nach oben kehren. (Hätte man die Drehungen 
nach innen ausgeführt, so würde man zwar die zwei Risse an sich in 
richtiger Lage erhalten haben, sie würden aber auf den von der Perspectiv- 
Figur beanspruchten Raum des Zeichenblattes gefallen sein, oder es würden, 
wenn man dies durch andere Wahl der Aufriss- und Seitenriss-Ebene zu 
vermeiden gesucht hätte, die zwei Grundsehnitte in all zu weite Entfernung 
gerückt sein.) Es sind also die betreffenden Construetionen nicht mit den 


eirentlichen Aufriss- und Seitenriss-Figuren, sondern mit deren Rückseiten 


oder Spiegelbildern auszuführen. 

Es hat dies zunächst nichts auf sich für den Fall, dass das gegebene 
Objeet, wie in Fig. 3 (und überhaupt nicht selten bei Architektur-Objeeten), 
symmetrisch gestaltet ist, oder — auch wenn dies nicht zutrifft — für 
den Fall, dass Aufriss und Seitenriss speciell zum Zweck der Herstellung 
der Perspective erst auf das Zeichenblatt aufgezeichnet werden müssen, 
bezw. dass hiezu eine Pause auf Pauspapier verwendet wird. — Sollen 
indessen die fertig vorliegenden Risse unmittelbar verwendet werden, so 
kann dem in Rede stehenden Uebelstand leicht durch eines der folgenden 
Mittel begegnet werden: 

Es ist zunächst einleuchtend, dass die ganze Construction auch auf 
verschiedenen Zeichenblättern ausgeführt werden kann. Es wird 
dies sogar recht häufig praktisch werden, sei es dass nur ein Zeiehenbrett 
von beschränkter Grösse zur Verfügung steht, sei es dass die zwei Blätter 
mit den Rissen auf zwei besonderen Zeichenbrettern fest aufgespannt sind. 
Man wird in solehem Faile auf jedem dieser zwei Blätter das betreffende 
Strahlenbüschel 0’, bezw. o’ aufzeichnen und dessen Schnitt-Punktreihe mit 
dem Grundsehnitt q,, bezw. g, markiren, hierauf die zwei Punktreihen g, 
und 9, auf das perspectivische Zeichenblatt übertragen und das Strahlen- 
büschel o,, bezw. o, zeichnen. — Das Uebertragen der Punktreihen g, und 
7 geschieht am einfachsten dadurch, dass man auf den Blättern mit den 
Rissen über dem betreffenden Grundschnitt einen Papierstreifen auf- 
heftet, auf diesem die Punktreihe g markirt, hierauf den Papierstreifen weg- 
nimmt und auf das perspectivische Zeichenblatt über dem betreffenden 
Grundschnitt in richtiger Lage aufheftet. — Es ist einleuchtend, dass bei 
diesem Verfahren der oben genannte Uebelstand ganz in Wegfall kommt: 
Man denkt sich die zwei Risse in solcher Lage, wie sie der Umklappung 
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nach innen entspricht, und führt dieser Lage entsprechend auf jedem Blatt 
die betreffende Construction aus. 

Freilich hat man beim Operiren auf drei getrennten Blättern beson- 
dere Vorsicht aufzuwenden, um sich bezüglich der zusammengehörigen 
Punkte der zwei Punktreihen g, und 9, nicht zu verwirren. Eine zwecek- 
mässige Bezeichnung der Punkte der zwei Punktreihen (z. B 
durch schematisches Einskizziren der betreffenden Riss-Details) ist hiezu 
unerlässlich. — Indessen weisen die praktischen Bedürfnisse des Tech- 
nikers ganz von selbst auf ein solches getrenntes Uonstruiren hin, und 
dürfte daher die Methode gerade in der letztbesprochenen Anordnung von 
besonderer praktischer Bedeutung sein. 

Soll übrigens die Construction doch auf einem einzigen Zeichenblat: 
ausgeführt und sollen zu diesem Zwecke die zwei gegebenen Risse direet auf 
veheftet werden, so kann dem in Rede stehenden Uebelstand auch dureh 
eine einfache Modifieation der Fig. 3. b begeenet werden: Man schläg‘ 
nämlich (s. Fig. 6. 5b) die ganze Aufriss-Figur sammt dem zugehörigen 
Strahlenbüschel o durch Drehung um die Horizontlinie um, so dass sie 
die vorherige Unterseite nach oben kehrt, und verschiebt sie hierauf entlang 
der Horizontlinie so, dass die neue Lage (o') des Punktes 0° mit der alten 
Lage symmetrisch zum zugehörigen Grundschnitt g, liegt. Das Strahlen- 
büschel (0) schneidet dann den Grundschnitt g, nach der nämliehen Punkt- 


reihe wie das Büschel o. — In gleicher Weise verfährt man auch mit 
dem Seitenriss nebst zugehörigem Strahlenbüschel 0”. Man erkennt 


leicht, dass die in solcher Weise modifieirte Ansführungsfigur auch gedeutet 
werden kann als entstanden durch direete Umklappung der Aufriss- und 
Seitenriss-Ebene bei einer Anordnung, wie sie die (im halben Massstab der 
Fig. 6. b gezeichnete) Vorbereitungsfigur Fig. 6. a zeigt. 

4. Als wesentliche Annehmlichkeit unserer Methode mag schliess- 
lich hervorgehoben werden, dass ein beschränkter Raum der disponibeln 
Zeichenfläche keine erheblichen Schwierigkeiten oder Umständlichkeiten für 
die Construction mit sich bringt. In welcher Weise die Construetionen 
auf verschiedenen Blättern ausgeführt werden können, wurde schon oben 
besprochen. Es erübrigt noch, darauf hinzuweisen, dass hiebei auch das 
Hinausfallen eines oder beider Fluchtpunkte o,, 0, über das Perspectiv-Blatt 


keine besonderen Schwierigkeiten bereitet, insofern die Punkte, von denen 
Linien nach einem unzugänglichen Fluchtpunkt gezogen werden müssen, 
a" 
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alle auf der nämlichen Geraden liegen, so dass man sich durch Benutzung 
einer proportional getheilten Parallellinie leicht helfen kann. Sollte z. B. 
der Fluchtpunkt o, (Fig. 3. b) über das Blatt hinausfallen. so kann man 
(8. Fig. 7) in der Seitenriss-Figur parallel mit 9 und in doppeltem (oder 
n-fachem, bezw. - -fachem) Abstand von o’ eine Hilfslinie 2, ziehen, deren 
Schnittpunkte mit dem Strahlenbüschel 0° markiren und die entstandene 
Punktreihe (mittelst Papierstreifens) auf das Perspectivblatt in die Lage 2, 
übertragen, wo 4, von o, einen doppelt (oder n-fach, bezw. : -fach) so 
grossen Abstand hat wie 9. Durch Verbinden der homologen Punkte von 
% und 4, erhält man dann das Strahlenbüschel o.. 


$ 6. 
Beispiel II. Centralperspecetive aus geometr. Grundriss und Aufriss. 

Die Bild-Ebene S und Aufriss- Ebene S mit Grundschnitt g,, sowie 
der Augpunkt O seien dieselben wie bei Beispiel I. Daher mag als Vor- 
bereitungsfigur die nämliche Figur (Fig. 3.a) benutzt werden wie dort. 
(In derselben sind die nur für Beispiel II bedeutsamen Buchstaben in 
Klammern eingeschlossen.) Statt des Seitenrisses sei aber jetzt der Grund- 


riss gegeben, wobei die Grundriss-Ebene S' in grösserer Tiefe angenommen 


werde („Keller-Grundriss“), sie schneide die Bild-Ebene S nach dem Grund- 
schnitt 9,. — Die Kernpunkte o, und 0° sind die nämlichen wie bei Bei- 
spiel I. Um die zwei anderen, dem Grundsehnitt g, zugehörigen Kernpunkte 
0, und 0" zu erhalten, hat man — da das Projeetionseentrum 0, für den 
Grundriss im Unendlichen in der Richtung der Vertiealen liegt — in dieser 


nichtung durch O0 einen Strahl zu ziehen. Derselbe schneidet die Bild- 
Ebene im Unendlichen; der Kernpunkt o, fällt also ins Unendliche in 
verticaler Richtung. Der Kernpunkt 0’ fällt in die Grundriss-Projeetion 
des Augpunktes O. 

Klappt man nun die Aufriss- und die Grundriss-Ebene in die Bild- 
Ebene um, indem man sie um die Grundschnitte g, und g, dreht, und zwar 
die Aufriss-Ebene in der durch den Pfeil angedeuteten Richtung, die Grundriss- 
Ebene so, dass bei der Drehung der Punkt 0’ sich abwärts, die Grundriss- 
Figur sich aufwärts bewegt: so erhält man die in Fig. 3.5*) ersichtliche Lage. 
Fig. 3. 5 zeigt dann ferner das von o’ nach den Punkten x’ des Grundrisses 


*) Man fasse von derselben nur die mittlere und rechte Partie ins Auge. 


eine eine ee ee ae 


EEE 





| 
1 
= 
a 
Et 
= 
% 


ae 











7 








Hauck, neue Constructionen der Perspectire u. Photogrammetrie. 27 


gehende Strahlenbüschel, während das Strahlenbiüschel o, zum vertiealen 
’arallelstrahlenbüschel wird. Die Strahlenbüschel 0’ und o, sind die näm- 
lichen wie bei Beispiel I. Durch den Schnitt der zugeordneten Strahlen 
des Büschels o, und des Parallelbüschels o, erhält man die Punkte x der 
3ıld-Figur. — (Dabei wird man immerhin auch den anderen Fluchtpunkt 
o, markiren, um sich das Ziehen der nach ihm fliehenden Linien zu er- 
leichtern.) 

Man bemerke, dass die Annahme der Grundriss-Ebene in grösserer 
Tiefe den Zweck hatte, ein Zusammenfallen der gedrehten Grundriss-Figur 
mit der Bild-Figur zu vermeiden. — Man bemerke ferner an Fig. 3. b. 
wie die Vorbereitungsfigur (Fig. 3. a) leicht der Ausführungsfigur einverleibt 
werden kann. 

Es versteht sich endlich von selbst, dass das, was in $5 mit Be- 
ziehung auf Beispiel I — über die Wahl der Aufriss-Ebene, über das Um- 
klappen derselben nach aussen oder innen, über die Ausführung der Con- 
struetion auf getrennten Blättern (mit Uebertragung der Punktreihen durch 
Papierstreifen), über das Verfahren beim Hinausfallen eines Fluchtpunktes 
über das Zeichenblatt — gesagt wurde, auch auf Beispiel II seine volle 
und unerlässliche Anwendung findet. 


Su 
Bemerkungen zu der eombinirten Aufgabe I und I. 

Es kommt in Praxi überaus häufig vor, dass zur Ausführung einer 
Perspective alle drei Projeetionen: Grundriss, Aufriss und Seitenriss zur 
Verfügung stehen. Man wird in diesem Falle in der That alle drei Pro- 
Jeetionen verwerthen, indem man die Anordnung in der dureh die eombinirte 
Fig. 3.5 veranschaulichten Weise trifft, bezw. einzeln in den drei gerebenen 
Rissen die drei Strahlenbüschel 0’, 0‘, 0’ zeiehnet und die drei hierdureh 
gewonnenen Punktreihen g,. 9,. 9, (mittelst Papierstreifen) auf das Zeichen- 
blatt in die dureh Fig. 3.5 veranschaulichte Lage überträgt. Man zeichnet 
dann sämmtliche architektonischen Linien in der Breitenriehtung vom 
Seitenriss aus, diejenigen in der Tiefenriehtung vom Aufriss aus, die- 
Jenigen in der Höhenrichtung vom Grundriss aus. Das Charakte- 
ristische der Methode liegt eben darin, dass sie sämmtliche in den drei 
Hauptrichtungen laufenden Linien unmittelbar liefert und dass bei derselben 
überhaupt keine anderen Hilfslinien zur Verwendung kommen als eben 
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diese, so dass man die Perspective erhält mit der denkbar geringsten Zahl 
bedeutungsloser Construetionslinien. Dabei sei nochmals an die Be- 
deutung der verschiedenen von den Construetionslinien gebildeten Strahlen- 
büschel als Abbildungen der projieirenden Strahlenbündel erinnert. 

Dieser Bedeutung zufolge stellt z. B. das Büschel 0’ die Grundriss- 
Projeetion des Sehstrahlen-Bündels vor. Die Construction der Perspeetive 
der verticalen Linien (vom Grundriss aus) erweist sich hiernach als identisch 
mit der von der sogen. Durchschnittsmethode gelehrten. Letztere trägt 
den Stempel der Geometrie desceriptive von Monge. Die Uonstruction tritt 
aber hier als ein einfacher Specialfall unserer allgemeinen Construction auf, 
dadurch bedingt, dass das Strahlenbüschel o, zum Parallelstrahlenbische] 
wird. Es dürfte hierin u. a. ein Belege für meine Auffassung zu erblieken 
sein, dass durch unsere 'T'heorie die Geometrie deseriptive im Sinne von Monge 
eine Fortbildung erfahren möchte *). 

Es versteht sich übrigens von selbst, dass man die Methode nicht 
mit schablonenhafter Einseitigkeit zur Anwendung bringen, sondern von den 
übrigen gebräuchlichen Constructionsmethoden der Perspective am gegebenen 
Orte Nutzen ziehen wird. — Z. B. wird man sich auch bei Anwendung der 


ben] 


neuen Methode die Benutzung der Theilungspunkte zum Abtragen von Massen 
oder die Hilfe des Diagonalpunktes bei Gehrungsprofilen u. s. w. nicht versagen. 
Ueberhaupt mag ausdrücklich hervorgehoben werden, dass — wenn 

auch der Techniker sich künftig gerne der neuen Methode bedienen wird — 
man sich doch nieht der Illusion hingeben darf, als könne dieselbe die alte 
T'heorie geradezu ersetzen. Man darf vor allem nicht vergessen, dass die 
neue Theorie voraussetzt, es seien zwei Projeetionen des Objectes 
vegeben, — eine Forderung, welche dem Wesen der freien Perspeetive 
widerspricht. Es kann daher unsere „technische” Perspective den Be- 
dürfnissen des künstlerischen perspeetivischen Zeichnens nicht Genüge leisten. 
wiewohl sich leicht eine Brücke von ihr zur freien Perspeetive schlagen 
lässt. — Man wird sich auch unschwer überzeugen, dass nur derjenige 
”) Dieselbe kann als ein Versuch aufgefasst werden, die Lücke auszufüllen, die 
Herr De la Gournerie eonstatirt mit den Worten: „Le trait de perspeetive ... a £te 
un peu neglige par les disciples de Monge. et illustre g&eometre ... voulut que tous 
les arts graphiques ne fussent que des applications de la Geom. deser. On peut cer- 
tainement tracer des perspeetives par les procedes generaux de la Geom. deser.,. mais 
cette methode a des inconvenients serieux. Quant aux constructions ordinaires de la 


Perspeetive ... il est reellement impossible d’y voir une application de la Geom. 
deser. (De la Gournerie, Traite de Perspective lineaire, Parıs 1359, Avant-Propos.) 
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ud * 


sieh der neuen Methode mit Vortheil bedienen wird, der mit 
den Gesetzen der perspeetivischen Formgestaltung bereits voll- 
kommen vertraut ist. 


$ 8. 
Beispiel III. Geometrischer Aufriss aus zwei Perspectiven. (Photogrammetrische Architektur-Aufnahme 


Gegeben seien zwei Uentral-Projecetionen eines (architektoni- 
schen) Objectes, gesucht: dessen Aufriss-Projeetion. 

Die Bestimmung der Grundschnitte und Kernpunkte geschieht wieder 
in einer — als Grundriss - Projeetion aufzufassenden Vorbereitungsfigur 
Tafel II, Fig. 8.a). In derselben stellen sich die drei verticalen Projeetions- 
ebenen (Aufriss- Ebene S, Perspectie-Ebene S, Perspectiv-Ebene S ) als 
verade Linien, die drei verticalen Grundschnitte 9, 9, 9. als Punkte dar. 
Die Projeetionseentren für die zwei gegebenen V’erspeetiven seien O, und O.. 
Das Projeetionseentrum O für den gesuchten Autriss fällt ins Unendliehe. 
und zwar in der Riehtung senkrecht zur Aufriss-Ebene S. Zieht man daher 
in dieser Riehtung durch 0, und 0, Strahlen und zieht ferner 0,0,, so 
schneiden diese drei Linien die betreffenden Projeetions-Ebenen in den sechs 
Kernpunkten o und o,, 0’ und o,, o, und o,, deren Grundriss-Projeetionen 
in Fig. 8.«a durch die gleichlautenden Buchstaben bezeichnet sind. 0° und 
0, liegen in gleicher Höhe mit O,: 0’ und o, in gleicher Höhe mit 0, Sind 
diese zwei Höhen verschieden, so ergeben sich die Höhen von 0, und o/ 
aus einer einfachen Aufriss- Projeetion (Fig. 8. aa), in welcher die Pro- 


jeetionen der einzelnen Punkte durch die entsprechenden deutschen Buch- 


staben bezeichnet sind. — Man erkennt, dass o und 0’ in eorrespondirende 
Haupt-Fluchtpunkte der zwei gegebenen Perspeetiven fallen. betreffs 


der zweckmässigen Wahl der Aufriss-Ebene im Interesse einer günstigen 
Lage der Kernpunkte gilt das Nämliche, was bei Beispiel I (s. $5. No, 2 
gesagt wurde. In Fig. 8 ist die Wahl so getroffen, dass die Kernpunkte o 
und 0, innerhalb der Grundsehnitte y, und g, fallen. 

Schneidet man hierauf längs des Grundschnittes g, auf und klappt die 
zwei Perspeetiv-Ebenen durch Drehung um g, und g, in die Aufriss-EKbene 
um, so erhält man die in der Ausführungsfigur (Fig. 8.b) ersichtliche Anord- 
nung und kann nun sofort mit der Construetion des Aufrisses beginnen, welche 
— dureh Fig. 8.b veranschaulicht — keiner weiteren Erläuterung bedarf. 

Für ein auf den Hauptaxen gelegenes Punktepaar x’, x" wird die Con- 
struetion unbestimmt, in nächster Nähe derselben — ungenau. Man hilft sich 








24 Hauck, neue Constructionen der Perspective u. Photogrammetrie. 


hier ganz in derselben Weise wie bei Beispiel I (s.$5, No.1). Man zieht näm- 
lich (s. Fig. 8.5) durch x und =” zwei Verticalen, wählt auf diesen (oberhalb 
oder unterhalb) ein Paar zugeordneter Hilfspunkte y', y, bestimmt den dritten 


zugeordneten Punkt y und zieht durch y eine Verticale: so liegt auf dieser 


der gesuchte Punkt x. Bei architektonischen Objeeten bieten sich solche 
Hilfspunkte y', y" sehr häufig von selbst dar. Sollte dies nicht der Fall 
sein, so geschieht ihre Bestimmung mittelst der Kernpunkte 0, und o,, wie 
dies Fig. 8.b näher veranschaulicht. 

Enthalten die zwei gegebenen Perspeetiven Curven, so hat man 
auf denselben zuvor eine Reihe von zugeordneten Punktepaaren x, x" zu 
markiren, was wieder mittelst der Kernpunkte o, und o, auf die schon in 
$3 (8. 12) näher besprochene Weise geschieht. 

Es ist nicht schwer, zu erkennen, wie sich Fig. 8 modifieirt, wenn 
eine der zwei gegebenen Perspectiven oder wenn beide 





Frontansichten 
sind, was bei photogrammetrischen Aufnahmen von Facaden ganz besondere 
Vortheile gewährt. Die eintretenden Modificationen sind ganz ähnliche, wie 
sie bei Beispiel I im Falle der Frontansicht statt hatten. Es mag daher 
genügen, behufs Anleitung auf die betr. Erörterungen in $ 4 zu verweisen. 


$ 9. 
Beispiel IV. Greometrischer Grundriss aus zwei Perspectiven. (Photogrammetrische Terrain-Aufnahme.) 

Gegeben seien zwei Gentral-Projeetionen, gesucht: die Grund- 
riss-Projeetion. 

In der als Grundriss - Projeetion aufzufassenden Vorbereitungsfigur 
(Fig. 9.a) seien 0, und 0, die zwei gegebenen Augpunkte, g, und 9, die 
Grundschnitte zwischen der Grundriss- Ebene S und den zwei Perspectiv- 
Ebenen S' und S”. Der Grundschnitt 9, zwischen den zwei letzteren stellt 
sich als Punkt dar. Das Projeetionscentrum 0 für die gesuchte Grundriss- 
Projeetion liegt im Unendlichen in der Richtung der Verticalen. Denkt 
man sich daher durch O, und O, Strahlen in dieser Richtung gezogen, so 
fallen deren Schnittpunkte mit der Grundriss-Ebene in die Grundriss-Pro- 
jeetionen von O0, und O,, während die Schnittpunkte mit den zwei Per- 
spectiv-Ebenen ins Unendliche fallen. Es kommen also die zwei Kern- 
punkte o, und 0, in die Grundriss-Projecetionen von O0, und O0, zu liegen, 
während die Kernpunkte o° und 0” im Unendlichen in verticaler Richtung 
liegen. Die dem Grundschnitt g.. zugehörigen Kernpunkte 0, und o, be- 
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stimmen sich in der Grundriss-Projeetion unmittelbar als Schnittpunkte von 
0,0, mit g, und g9:; ihre Höhen ergeben sich aus einer Aufriss-Projeetion 
in derselben Weise wie bei Beispiel III. 

Fig. 9. b zeigt hierauf die umgeklappte Lage der Perspectiv-Ebenen 
mit der Construction des Grundrisses: zunächst die vertiealen (d.h. zu g, 
und g, senkrechten) Parallelstrahlen durch je zwei zugeordnete Bildpunkte 
x und x”, — die Strahlenbüschel 0° und 0” repräsentirend; sodann die 
Strahlenbüschel o, und o,,. dureh deren Sehnitt der Grundriss entsteht. 


s 10. 
Bemerkungen über photogrammetris Praxis 

Es ist zunächst darauf aufmerksam zu machen, dass auch bei den 
Beispielen III und IV (wie früher bei I und II) die dureh Fig. 8 und 9 
illustrirten Anordnungen so getroffen sind, dass die zwei gegebenen Per- 
spectiv-Figuren in umgeklappter Lage ihre Rückseiten nach oben keh- 
ren, so dass die besprochenen CUonstruetionen eigentlich mit den Rückseiten 
oder Spiegelbildern der gegebenen Perspeetiven auszuführen wären. 

Nehmen wir zuerst an, es lägen wirklich die direeten perspecti- 
vischen Abbildungen gegeben vor, so ist hinsichtlich der Aufgabe III genau 
das Nämliche zu sagen, was in $5, No. 3 anlässlich der Aufgabe I über den 
analogen Umstand gesagt wurde, und es können die dort besprochenen 
Auskunftsmittel in ganz derselben Weise auch hier zur Anwendung gebracht 
werden. — Was sodann Aufgabe IV anlangt, so kann bei dieser sehr ein- 
fach dadurch geholfen werden, dass man für die Vorbereitungsfigur die 
Grundriss-Ebene oberhalb des räumlichen Objeetes annimmt („Laft-Grund- 
riss“), so dass also die zwei Perspeetiv-Ebenen von den Grundsehnitten g, 
und g, vertical herabhängend zu denken sind und dann um g, und g; nach 
aussen aufwärts gedreht werden. 

Indessen ist daran zu erinnern, dass man bei photogrammetrischen 
Uonstruetionen im Interesse der Genauigkeit wo möglich nicht mit den 
Positiv-Abdrücken, sondern unmittelbar mit den Original-Negativplatten 
operiren wird. Diese geben aber nicht die direeten perspeetivischen Ab- 
bildungen, sondern deren Spiegelbilder. Es werden daher die dureh die 
Figuren 8 und 9 illustrirten Anordnungen bei photogrammetrischen Uon- 
struetionen in der That die vorzugsweise zur Anwendung gelangenden sein. 
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Es bedarf weiter der folgende Punkt einer eingehenderen Erörterung: 

Es wurde bei beiden Beispielen stillschweigend vorausgesetzt, die zur 
Construction der Vorbereitungsfiguren (Fig. 8. «a und 9. a) erforderlichen 
Daten (Winkel der Perspeetiv-Ebenen und Lage der zugehörigen Augpunkte) 
seien unmittelbar gegeben. — Wenn es nun auch bei photogrammetrischen 
Aufnahmen im Interesse erhöhter Sicherheit nicht selten geschehen mag, 
dass diese Daten durch direete Messung erhalten werden, so ist dies doch 
nicht unumgänglich nothwendig und auch nicht immer praktisch ausführbar. 
Es handelt sich daher darum: 1) zu ermitteln, wieviel von direeter Messung 
im äussersten Falle erforderlich ist, 2) wie die Constructionen sich gestalten 
bei Beschränkung auf dieses geringste Quantum von direeter Messung. 

Es ist in dieser Beziehung zunächst daran zu erinnern, dass bei den 
photographischen Bildern, welche mittelst eines für photogrammetrische 
Zwecke eingerichteten Apparates*) aufgenommen werden, der Hauptpunkt 
H und die Augdistanz d direet gegeben sind. Es kommt nämlich die 
Horizontlinie und die Hauptverticale auf dem Bilde unmittelbar zur Erscheinung, 


sei es durch feine Fäden, die — dicht vor der empfindlichen Fläche aus- 
gespannt — sich auf dieser mit abbilden, sei es durch blosse Marken am 


Rande, die sich mit abbilden, und deren Verbindungslinien dann den Horizont, 
die Hauptverticale und (als deren Schnittpunkt) den Hauptpunkt H be- 
stimmen. — Die Augdistanz ferner wird repräsentirt durch die Entfernung 
des optischen Mittelpunktes der Linse von der empfindlichen Fläche. Denn 
ist (Fig. 11) O der optische Mittelpunkt, > die empfindliche Fläche, AB das 
Objeet, so ist das von der Linse auf der Innenseite von > entworfene Bild «5 
symmetrisch gestaltet mit einem perspeetivischen Bilde ab, für welches 0 
der Augpunkt ist und dessen Bildfläche S mit > parallel ist und gleichen 
Abstand von O hat. Diese letztere Bildfläche S ist es, welche man sich 
jedesmal vorzustellen hat, wenn in den Beispielen III und IV, sowie im 
Folgenden von „Perspeetiv- Ebene“ gesprochen ist. — Die zu photo- 
erammetrischen Zwecken verwendeten Weitwinkel-Linsen (Pantoskop oder 
Periskop) haben nun eine sehr geringe Brennweite und geben demzufolge ein 
scharfes Bild innerhalb eines so grossen Spielraums für den Objeet-Abstand, 
dass die Entfernung der Linse von der empfindlichen Fläche constant ge- 


*) Wir setzen vorerst stets die Benutzung eines solchen voraus. Das Verfahren 
mit Benutzung einer gewöhnlichen photogr. Camera wird im II. Artikel berührt 
werden. 
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macht werden kann. Die Augdistanz Öd ist demgemäss eine dureh das In- 


oO 
= 
strument ein für allemal gegebene constante Grüsse. 

Des Weiteren beachte man, dass von den zwei Kernpunkten 0, und 
o, jeder die Abbildung des gegnerischen Projectionscentrums vorstellt, und 
dass es bei dem grossen zulässigen Bildwinkel (des Apparates leicht erreicht 
werden kann, bei jeder der beiden Aufnahmen den (durch Signal markirten‘ 
gegnerischen Standort noch auf das Bild zu bekommen; so dass also die 
zwei Kernpunkte 0, und o, ebenfalls als gegebene Punkte gelten können. 

Dies vorausgesetzt — ist es nun leicht, zu erkennen, was ausserdem 
zur Construction der Vorbereitungsfiguren erforderlich ist. Es möge in 
dieser Richtung Beispiel IV (Fig. 9. a) als der einfachere Fall zuerst be 
sprochen werden. 

Fällt man in Fig. 9. a: O,H ı S und 0,4’ ı S’, so stellen 7 und 
H" die Grundriss-Projeetionen der Hauptpunkte der gegebenen zwei VPer- 
speetiven vor, und es ist: O,H' = O0,H” = der als Gonstanten des Apparates 
segebenen Augldistanz d. Da ferner auf den zwei gegebenen Perspeetiven 
die Punkte HA’ und 0, H’ und o, direet gegeben vorliegen, so können die 
horizontalen Abstände*) dieser Punkte unmittelbar von dort entnommen 
werden. In Fig. 9. a stellen aber die Strecken H’o und Ho, eben diese 
horizontalen Abstände vor. Es sind somit in den zwei rechtw. Dreieeken 
O,H'o, und O,H"o, die Katheten gegeben, also die Dreiecke ihrer Gestalt 
nach bestimmt. Ihre Hypotenusen fallen in «die nämliche gerade Linie. 
Es könnte daher die Figur construirt werden, sobald die Länge der „Stand - 
linie“ 0,0, (d. i. des horizontalen Abstandes der Augpunkte **) bekannt wäre. 

Nun ist aber daran zu erinnern, dass die Figur nicht in wahrer 
natürlicher Grösse, sondern in irgend welchem verjüngten Massstabe »e- 
zeichnet werden muss, und dass man dann den verlangten Grundriss in dem 
nämlichen Verjüngungsverhältniss erhält, in welchem die Standlinie 0,0 
aufgetragen wird. Wählt man daher die Länge von 0,0, in Fig. 9. a ganz 
beliebig, so erhält man den Grundriss in richtiger Gestalt, nur die absoluten 
Dimensionen bleiben unbestimmt. — Es ist übrigens dabei zu beachten, dass 


*) Man erinnere sich, dass die beiden Augpunkte ©, und O, in verschiedenen 
Höhen liegend vorausgesetzt sind, was zur Folge hat, dass auch H’ und o/, AH’ und 
o/ verschieden hoch liegen. | 

**) Man beachte wohl, dass hier und in der ganzen folgenden Erörterung O 
und 0, stets nicht die Augpunkte selbst, sondern mit Bezug auf Fig. 9. a und 8. a 
deren Grundriss-Projeetionen bedeuten. 
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bei einer Verjüngung der Standlinie sich nicht die gesammte Vorbereitungsfigur 
in übereinstimmendem Verhältniss verjüngt, sondern dass die Dimensionen 
also auch die zwei Dreiecke O0,H'o; 
und O,H’o, constant bleiben. Es wird dies noch näher durch Fig. 10. «a 





der zwei gegebenen Perspectiven, 


illustrirt, welche eine Wiederholung der Fig. 9. a, jedoch mit zwei ver- 
schiedenen Annahmen der Standlinie: 0,0, und 2,0, vorstellt. Die der 
kürzeren Standlinie (2,0, entsprechenden Punkte sind mit griechischen Buch- 


staben bezeichnet. — (Dazu sei noch bemerkt, dass — wie Fig. 10. b 
zeigt, — in der Ausführungsfigur die zwei perspectivischen Strahlenbüschel 


o, und o, von je zwei Linien 7,, welche mit g, parallel sind und die 
Abstände der zwei Punkte % und o, von g„, in dem nämlichen Verhält- 
nisse theilen, nach congruenten Punktreihen geschnitten werden. Man er- 
kennt nun aus Fig. 10. « leicht, dass bei der Wahl einer anderen Standlinie 
2,0, stets zwei solche congruenten Punktreihen in dem entsprechenden 
Grundsehnitt 7, in Coineidenz sind). 

Fassen wir das Resultat der ganzen Betrachtung kurz zusammen, 
so ergiebt sich für die Construction der Vorbereitungsfigur Folgendes: Man 
wählt die Länge der Linie 0,0, beliebig, legt an diese die zwei (aus den 
gegebenen Katheten construirten) rechtwinkligen Dreiecke O,H’o; und O,H”o, 
an und verlängert Ho, und H’o/, bis sie sich schneiden in g,. — Man 
erhält dann bei der nachfolgenden Grundriss-Construetion den Grundriss in 
seiner richtigen Gestalt; nur die absoluten Masse bleiben unbestimmt. 
Sobald aber eine einzige Strecke des Grundrisses in wahrer natürlicher 
(srösse bekannt oder gemessen ist, ist damit das Verjüngungsverhältniss 
der Zeichnung bestimmt und sind damit sämmtliche absoluten Masse er- 
mittel. Es ist somit zur vollständigen Erledigung der Aufgabe eine 
einzige Abmessung am Objeet erforderlich. 

Gehen wir weiter zur Construction der Vorbereitungsfigur bei Auf- 
gabe III (Fig. 8. a), so erstreckt sich die vorstehende Betrachtung in allen 
Einzelheiten auch auf diese. Man wählt die Länge von 0,0, beliebig, 
construirt die durch ihre Katheten gegebenen zwei rechtwinkligen Dreiecke 
O,H'o, und O,H"o, und verlängert H’o, und Ho, bis zu ihrem Schnitt g... 
Weiter beachte man dann, dass die zwei Kernpunkte 0° und 0’ zwei ent- 
sprechende Haupt-Fluchtpunkte repräsentiren, welche in den zwei gegebenen 
Perspectiven durch Verlängerung der betreffenden Bildlinien direct ermittelt 
werden können. Es sind also die Abstände Ho’ und Ho’ in Fig. 8. a 
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bekannt. Bestimmt man hiernach die zwei Punkte 0’ und 0’, zieht 0,0’ 
und 0,0", welehe parallel sein müssen, und zieht eine Senkrechte S zu 
diesen Linien in geeignetem Abstande von 0’ und 0": so ist die Figur fertig. 
(Die Parallelität von 0,0’ und 0,0" dient als Genanigkeitseontrole oder kann 
dazu verwendet werden, die Benutzung eines der zwei Punkte o, und o/ für 
die Construetion zu umgehen, falls es bei einer der zwei Aufnahmen 
Schwierigkeiten bereiten sollte, die Abbildung des gegnerischen Standorts 
noch auf das Bild zu bringen.) — Die Uebertragung der verschiedenen 
Punkte in die Ausführungsfigur (Fig. 8. b) macht keine Schwierigkeit: «die 
horizontalen Abstände werden direet aus der Vorbereitungsfigur entnommen; 
die Punkte o', o), H’, bezw. 0", o,, H’ liegen in den zwei Perspectiven ge- 
geben vor; 0, liegt mit o' und H', — o, liegt mit o und H in gleicher Höhe. 
Man beachte ausserdem, dass sich die drei Verbindungslinien der Kernpunkte 
auf den drei Grundschnitten schneiden müssen. 


s 11. 
Weitere Bemerkungen zu den Beispielen III und IV 

Auch bei den photogrammetrischen Beispielen ist es von grösster 
Wichtigkeit, zum Behuf der richtigen Deutung der Construetionslinien sich 
stets den Satz gegenwärtig zu halten, dass die verschiedenen Kernpunkte 
und die in ihnen liegenden Strahlenbüschel die Abbildungen der verschie- 
denen Projeetionseentren und ihrer projieirenden Strahlenbündel vorstellen. 
jetrachtet man unter diesem Gesichtspunkt die Fig. 9. b, so geben sich die 
zwei Punkte o, und o, als die Grundriss-Projectionen der zwei Augpunkte 
— und die zwei Strahlenbüschel o, und o, als die Grundriss-Projeetionen 
der von diesen Augpunkten ausgehenden Sehstrahlen-Bündel zu erkennen. 
Jeder Punkt z bestimmt sich also als Durehschnittspunkt der zwei nach 
ihm gehenden „Visirlinien“, ganz in derselben Weise, wie dies bei der 
Methode des Vorwärts-Einschneidens der Fall ist. Die von Beautemps- 
Beaupre (1835) angegebene Grundriss-Construetion geht in der Tnat von 
dem Prineip des Vorwärts-Einschneidens aus und kommt im Wesentlichen 
auf die in Fig. 9. b enthaltene Construction hinaus. 

Genau ebenso stellen aber auch bei Beispiel III in Fig. 8. b die 
zwei Kernpunkte o, und o, und die in ihnen liegenden Strahlenbiüschel die 
Aufriss-Projeetionen der zwei Augpunkte und der von ihnen ausgehenden 
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Sehstrahlen-Bündel vor, so dass man auch hier von einem „Vorwärts- 
Einschneiden in Beziehung auf die Aufriss- Ebene“ sprechen könnte. 

Würde man bei der photogrammetrischen Aufnahme einer Facade 
die Camera beidemal so stellen, dass ihre optische Axe parallel zur 
Facade, also die empfindliche Fläche senkrecht zur Facade wäre, (was bei 
dem grossen zulässigen Bildwinkel des Apparates wohl ausführbar ist): so 
würde sich die Fig. 8. b so modifieiren, dass sie identisch würde mit 9. b 
‘mit paralleler Lage von g, und 9). — Es kann andererseits sehr leicht 
vorkommen, dass man topographische Aufnahmen von sehr hohen 
Standpunkten aus (T'hürmen, Bergen ete.) mit geneigter Camera zu 
machen wünscht. Wählt man alsdann die zwei Stellungen der Camera so. 
dass ihre optischen Axen einer und derselben verticalen Ebene parallel 
sind, dass also die Schnittlinie ihrer empfindlichen Flächen horizontal sein 
würde: so erhält man zur Construction des Grundrisses eine Vorbereitungs- 
und Ausführungsfigur, welche identisch ist mit Fig. 5. a und b. — Fig. 12 
zeigt die bezügliche Vorbereitungsfigur, welche als Aufriss-Projeetion (Aut- 
riss-Ebene parallel den zwei optischen Axen) aufzufassen ist: ihre Ueber- 
einstimmung mit Fig. 8. a liegt klar. 

Es ist endlich noch darauf aufmerksam zu machen, dass man bei 
einem architektonischen Objeete sehr häufig mit einer einzigen 
Aufnahme ausreicht. Es rührt dies daher, dass in dem perspeetivischen 
Bilde eines räumlichen Objeetes häufig das Bild einer Grundriss- oder Auf- 
riss-Projeetion desselben mit enthalten ist. Denkt man sich z. B. bei der 
Facade eines Gebäudes von den einzelnen Punkten der architektonischen 
Details Senkrechte auf die Haupt-Wandfläche gefällt, so kommen deren 
Fusspunkte bei der Mehrzahl der Punkte entweder am Gebäude direet zur 
Erscheinung, oder sie können doch leicht ermittelt werden. Denkt man 
sich nun die Wandfläche als Aufriss-Ebene, so stellt die Gesammtheit jener 
Fusspunkte die Aufriss-Projeetion vor. In gleicher Weise liegen auf der 
Boden-Ebene oder in einer besonders bedeutsamen horizontalen Ebene des 
(Gebäudes die Grundriss-Projeetionen der Mehrzahl der Punkte entweder 
direet gegeben vor, oder sie können doch leicht gefunden werden. — Be- 
zeichnet man nun die „Projeetion einer Projeetion“ (z. B. Perspective 
eines Grundrisses) ebenfalls schlechtweg als „Projection“, so kann man 
sagen, es seien in der perspeetivischen Projeetion eines architektonischen 


Objeetes gleichzeitig noch weitere Projecetionen enthalten. In diesem Sinne ist 
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die Thatsache, dass man bei einem solchen Objeete häufig mit einer einzigen 
perspectivischen Aufnahme ausreicht, kein Widerspruch gegen den allge- 


4 meinen Satz, dass zur vollständigen Bestimmung des Objeetes mindestens 
| zwei Projeetionen erforderlich sind. — Indessen folgt aus dem Gesagten, 


dass die Bestimmung aus einer Aufnahme nur dann eine vollständige sein 
kann, wenn von sämmtlichen Punkten die Abbildungen ihrer Grundriss- 
oder Aufriss-Projeetion bekannt sind oder ermittelt werden können. 

Was die Ausführung der Construction anlangt für den Fall, dass nur 
eine Aufnahme zur Verfügung steht, so erkennt man zunächst aus Fig. 9. b 
leicht, inwiefern das eine Strahlenbüschel o, zur Ermittelung der Grund- 
riss-Figur ausreicht: Fällt man nämlich von den zwei Haupt-Fluchtpunkten 
des persp. Bildes Senkrechte auf g, und zieht nach deren Fusspunkten 
Strahlen von o,, so bestimmen diese (als Parallelstrahlen) die zwei Haupt- 
Richtungen (Breiten- und Tiefenrichtung). Nimmt man nun die vordere Ecke 
x des Grundrisses auf dem betreffenden Strahl willkürlich an, so können 
die übrigen Punkte ermittelt werden als Schnittpunkte von Strahlen aus o; 
mit Linien, die den Haupt-Richtungen parallel sind. Die willkürliche 
Wahl der vorderen Ecke influirt lediglich auf das Verjüngungsverhältniss 
der Figur. Man erkennt, dass die Sache auf die bekannten Rückwärts- 





constructionen der Perspective hinausläuft”). 
(renau das Nämliche gilt aber auch für Fig. 8.6. Auch hier ge- 





*) Eben diese Grundriss-Construcetion wurde von Herrn Meydenbauer bei seinen 
photogrammetrischen Architektur- Aufnahmen benutzt, und wurde dann der Aufriss 
vom Grundriss aus durch Auftragen der Höhen hergestellt, wobei jede Höhe berechnet 
wurde als 4. Proportionale zur Länge der entsprechenden Visirlinie, zur scheinbaren 
Höhe (im persp. Bild) und zum zugehörigen Parallelstrahl (d. i. Stück der Visirlinie 
von 0, bis zum Schnitt mit g9,). — Diese perspectivischen Rückwärtsconstructionen sind 
übrigens bekanntlich sehr alt. Der treffliche Lambert z. B. behandelt dieselben in 
seiner Freien Perspectivre (Zürich 1759) mit besonderer Ausführliehkeit, und ieh kann mir 
nicht versagen, als Zeugniss dafür, dass schon dieser ausgezeichnete, (lange nieht 
genug beachtete) Gelehrte das Prineip der Photogrammetrie vollkommen klar erfasst 
hat, die folgenden Worte aus dem betreffenden (8.) Abschnitt zu eitiren: „Man sieht 
leichte, dass die hier vorkommende Aufgabe (aus der Perspective den Grundriss 
wieder herzustellen) mit derjenigen aus der Geometrie eine vollkommene Aehnlichkeit 
hat, wo man von der Höhe eines Hauses, Thurmes oder Berges herunter, zleiehsam 
als aus einer Station die umliegende Horizontalfläche in Grund legen will, und zu 
dem Ende die Höhe des Ortes gebraucht, mit dem Quadranten die Vertiefungswinkel 
der Gegenstände unter dem Horizonte ausmisst, und die Abweichung derselben von 
der Mittagslinie auf einem Messtischgen oder durch die Winkel bestimmt.... So 
wird man die Lage jeder Punkten auf dem Grundrisse ebenso bestimmen können, 
als wenn derselbe nach den Regeln der Messkunst auf dem Felde wäre zemacht 
worden“. | 
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nügt ein einziges Strahlenbüschel, z. B. o,, zur Ermittelung der Aufriss- 
Figur. Man kann wieder einen Ecekpunkt willkürlich wählen und die 
übrigen Punkte als Schnittpunkte von Strahlen aus o, mit horizontalen und 
verticalen Linien bestimmen. Wenigstens geht dies bei allen denjenigen 
Punkten, für welche in der gegebenen Perspective die Bilder der auf die 
Wandfläche bezogenen Aufriss-Projeetionen vorhanden sind oder (wie z. B. 
bei den Endpunkten der Firstlinie in Fig. 8. b) leicht gefunden werden können. 

Indessen ist es keine Frage, dass in beiden Fällen (sowohl bei der 
Grundriss- als bei der Aufriss-Construetion) die Benutzung beider Strahlen- 
büschel o, und o, eine unvergleichlich genauere Bestimmung der Punkte 
sichert, so dass man, sobald zwei photographische Aufnahmen zur Ver- 
fügung stehen, unter allen Umständen beide benutzen und nach Anleitung 
der Gesammtfiguren 8. b und 9. b eonstruiren wird. 


$ 12. 
Beispiel V. Photogrammetrische Terrain-Aufnahme init geneigter Camera. 

Beschränkt man sich bei photogrammetrischen Aufnahmen auf eine 
verticale Stellung der Bildtläche, was bislang allgemein der Fall war, so ver- 
sagt die Methode bei einer ganzen Ulasse von Aufgaben aus praktischen 
Gründen den Dienst. Und doch dürfte die Photogrammetrie gerade in diesen 
Fällen — es sei z. B. an Städte-Aufnahmen, ferner topographische Aufnahmen 
vom Luftballon aus, ete. erinnert — eine ihrer wichtigsten Anwendungen 
finden. — Auch wo die Aufgabe durch Aufnahmen mit verticaler Bildfläche 
wohl erledigt werden könnte, wird man doch sehr häufig einem erhöhten 
Standpunkt und einer geneigten Stellung der Bildlläche den Vorzug geben, 
da hiedurch eine breitere Entwickelung der Bodenfläche im Bilde und dem- 
zufolge eine grössere Genauigkeit der Uonstruction ermöglicht wird. 

Unsere Theorie erstreckt sich auf eine schiefe Stellung der Bildfläche 
in gleicher Weise wie auf eine verticale. Die Construction ist im ersteren 
Falle gleich einfach wie im letzteren. Nur die Vorbereitungsfigur wird ein 
weniges complieirter. Im Interesse der Vereinfachung kann man, wie be- 
reits im vorigen Paragraphen erwähnt, die Anordnung so treffen, dass die 


optische Axe des Apparates bei beiden Aufnahmen einer und derselben ver- 
ticalen Ebene parallel ist. Ist dies jedoch nicht ausführbar, so kommt das 
im Folgenden erörterte Verfahren zur Anwendung. 
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Sind O0, und O, die. beiden Augpunkte, o, und 0, ihre Projeetionen 
auf irgend eine horizontale Ebene (Grundriss- Ebene), so bezeichnen wir 
wieder die Linie 0,0, als Standlinie, die Höhen 0,0, und 0,0, als Standhöhen. 
Ferner möge der Winkel, den bei einer Aufnahme die optische Axe des 
Apparates mit der Verticalen macht, der Zenithwinkel genannt und durch z 
bezeichnet werden; der Winkel, den die Horizontalprojeetion der optischen 
Axe mit der Standlinie macht, heisse der Azimuthalwinkel und werde dureh 
ce bezeichnet. Endlich werde der Winkel, den die Linie 0,0, mit der Ver- 
ticalen macht, durch © bezeichnet. 

Soll nun der Apparat zu Aufnahmen mit schiefgestellter Camera ein- 
gerichtet sein, so muss die Camera ausser um eine verticale Axe — auch 
um eine horizontale, zur empfindlichen Fläche parallele Axe drehbar sein 
und ist es zweckmässig, (in ähnlicher Weise wie beim Theodolit) durch An- 
bringung eines Horizontalkreises und eines Höhenkreises die Ablesung der 
beiderseitigen Drehungswinkel zu ermöglichen *). Angenommen, dies sei 
der Fall, so sind bei jeder Aufnahme die drei Winkel ®e, 3 und @ zu messen: 
Man richtet zuerst die optische Axe nach dem — dureh Signal markirten — 
gegnerischen Augpunkt, (d. h. man stellt die Camera so, dass das Bild des 
gegnerischen Augpunktes genau in den auf der matten Glastafel markirten 
Hauptpunkt fällt), und liest am Höhenkreis den Winkel » ab; hierauf bringt 
man die Camera in die für die Aufnahme geeignete Stellung und liest am 
Höhenkreis den Winkel s, am Horizontalkreis den Winkel « ab. Es ver- 
steht sich übrigens von selbst, dass die Bestimmung dieser Winkel auch mit 
Zuziehung eines /[’'heodolits erhalten und dann zu den photographischen Auf- 
nahmen ein gewöhnlicher Apparat benutzt werden kann. — Für die Her- 
stellung der Vorbereitungsfigur sind also die den zwei Augpunkten O, und O, 
entsprechenden Winkel z, und «,, 2 


* 


‚ und @,, nebst Winkel » gegeben. 
Die Vorbereitungsfigur (Fig. 15) wird in Grundriss- und Aufriss- 
Projeetion econstruirt, und zwar wird die Aufriss-Ebene am zweekmässigsten 
durch die zwei Augpunkte O, und O, selbst gelegt, so dass also die Schnitt- 
linie von Grundriss- und Aufriss-Ebene mit der Standlinie 0,0, zusammen- 


fällt. — Es seien nun AM,M,, und AM,M,, die Spuren der zwei Perspeetiv- 
Ebenen S’ und S”; die Ebene S wird durch die Grundriss- Ebene reprä- 
sentirt. Es stellt also AM, den Grundschnitt g. — AM, den Grundschnitt 





*) Die von Herrn Meydenbauer angewendete Bussole dürfte sich weniger empfehlen. 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 1. 5) 
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g, vor; der dritte Grundschnitt g, wird von der räumlichen Verbindungs- 
linie der Punkte A und M,, gebildet. 

Das Projeetionscentrum O für den zu construirenden Grundriss liegt 
im Unendlichen in verticaler Richtung. Zieht man in dieser Richtung 
Strahlen durch O, und 0, und zieht 0,0,, so fällt die Ebene dieser drei 
Strahlen mit der Aufriss-Ebene zusammen und schneidet also das von den 
drei Ebenen S, S’, S’ gebildete Dreikant nach dem Hauptaxen - Dreieck 
M,M,M,,, dessen Seiten von den drei Strahlen in den sechs Kernpunkten 
o und o,, 0’ und o,, o, und o, geschnitten werden. Winkel 00,0, stellt 
den Winkel e vor. 

Da ferner die durch O, gehende optische Axe senkrecht zur Ebene 
S’ steht, so muss ihre Horizontalprojeetion senkrecht zur Horizontalspur von 
S’ sein. Zieht man also 0,U,1LM,A, so stellt 0,U, die Projeetion der 
optischen Axe vor, und man hat in dem Winkel, den 0,U, mit 0,M, macht, 
den Azimuthalwinkel «,. — Man denke sich nun die projieirende Ebene der 
optischen Axe durch Drehung um 0,U, in die Grundriss-Ebene umgeklappt; 
die umgeklappten Linien mögen als solche durch lange Striche charakteri- 
sirt und durch die entsprechenden deutschen Buchstaben bezeichnet werden. 
0,0, sei die Umklappung der Standhöhe, o’ die Umklappung des Punktes 0’ 
auf ihr, U,o' die Umklappung der Schnittlinie der projieirenden Ebene mit 
Ebene S’. Die optische Axe steht auf dieser Schnittlinie senkrecht; fällt 
man also O,H LU,v', so stellt O,9° die Umklappung der optischen Axe — 
und 5° die Umklappung des Hauptpunktes vor; ferner hat man in der Länge 
von O,9 die Augdistanz d und in Winkel v’O,9' den Zenithwinkel z,. — 
(renau dasselbe ist auch für den anderen Augpunkt 0, ausgeführt (9; 
= Horizontalprojeetion der optischen Axe, 0, = Umklappung der Stand- 
höhe, 0,9" = Umklappung der Augdistanz d, Winkel U,;0,M, = «,, Winkel 
DH = 3). 

Es handelt sich nun darum, diese Vorbereitungsfigur zu construiren 
unter der Voraussetzung, dass die fünf Winkel v, z, und «,, z, und «,, sowie 
die Augdistanz d gegeben seien. Dies geschieht in folgender Weise: 

Die Länge von 0,0, influirt wieder lediglich auf den Verjüngungs- 
massstab, in welchem nachher der gesuchte Grundriss erhalten wird. Da 
es ferner gleichgiltig ist, in welcher Tiefe die Grundriss-Ebene angenommen 
wird, so kann die eine Standhöhe beliebig gewählt werden. Man mache 
also 0,0; und 0,0, beliebig, lege an 0,0, in O, den Winzel o an, wodurch 
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sich auf der in o, errichteten Verticalen Punkt 0, bestimmt. Hierauf lege man 
an 0,0, in 0, und o, die Winkel «, und «, an, errichte auf dem freien 
Schenkel von «, die Senkrechte 0,0, = 0,0,, lege an 0,0, in O, den Winkel 
z, an, schneide auf dessen freiem Schenkel 0,9 =‘ ab und errichte auf 
0,9 in S$' eine Senkrechte, welche 0,0, in 0’ — und den freien Schenkel 
von a, in U, schneide. Ganz ebenso verfahre man links bei Punkt o.. 
Man ziehe dann durch U, und U, Senkrechte zu 0,U, und 0,U,, welche sieh 
in A — und die Linie 0,0, in M, und M, schneiden. Trägt man endlieh aut 
0,0, und 0,0, die Stücke 0,0’ = 0,0 und 0,0 = 0,0 ab und zieht M,o und 
M,o', welche sich in M, — und die Linie 0,0, in 0, und o, schneiden: so 
ist die Vorbereitungsfigur vollendet. 

Die Ausführungsfigur wird am zweckmässigsten mit der Vorbereitungs- 
figur direet verbunden. Man hat einfach die zwei Ebenen S und S” mit 
den in ihnen liegenden Hauptaxen, Kernpunkten und Hauptpunkten dureh 
Drehung um AM, und AM, in die Grundriss-Ebene umzuklappen, wie dies 
aus Fig. 13 mit hinreichender Deutlichkeit ersichtlich ist. Man beachte 
dabei: Punktreihe UVoH—= U,0'9, ferner: Punktreihe M,0'0,M}, (in der Aus- 
führungsfigur) = M,0'0,M,, (in der Vorbereitungsfigur) ete. 

Bringt man dann die zwei gegebenen Perspectiven in eine solche 
Lage, dass die auf ihnen markirten Hauptpunkte in die Punkte H und H 
— und die Horizontlinien parallel zu AM, und AM, zu liegen kommen: so 
kann die Construction des Grundrisses sofort beginnen. Dieselbe erfolg! 
genau nach dem in $ 3 erörterten allgemeinen Verfahren. 


3erlin. Januar 1883. 


F 





ortsetzung 





Ueber einige Determinanten-Identitäten, welche in 
der Lehre von den perspectivischen Dreiecken 
vorkommen. 

(Von Herrn F. Caspary.) 


In einer früheren Arbeit*) habe ich mich mit der Umformung 
derjenigen Determinanten beschäftigt, welche in der Lehre von den Kegel- 
schnitten vorkommen. Ich fasste dabei die Determinanten als äussere Pro- 
ducte im Grassmannschen Sinne auf, wodurch die Umformungen ausser- 
ordentlich vereinfacht wurden. Derselben Auffassung will ich mich hier 
bedienen, um einige mit den gewöhnlichen Hilfsmitteln nur schwer zu be- 
handelnde Determinanten-Identitäten in leichter und übersichtlicher Weise 
zu entwickeln. Ihre geometrische Interpretation finden diese Determinanten- 
Identitäten, von denen eine Herr Hunyady**) bereits gegeben hat, in be- 
kannten Sätzen über perspectivische Dreiecke. Betreffs der Bezeichnungen 
und der bei den Umformungen gebrauchten Gesetze verweise ich auf die 
beiden ersten Paragraphen meiner oben erwähnten Arbeit, in denen alles 
zum Verständniss des Folgenden Nöthige enthalten ist. 


sl. 
Es werde gesetzt: 
| a= de +4E&, +46, d= a,e,+ @e,+ a;Q;, 
(1.) " = be+b.&+ be, b' = be,+b,e,+bze,, 
! 


c= C& +0: +G8&, ce = ge, +G&%+c,e;, 


und es mögen die Grössen a,, b,, c,; a, b., ec, (a=1,2,3) die homogenen 
Coordinaten der Punkte a, b, c; a’, b, c', und die Grössen e,, &, e, die 


*) Dieses Journal Bd. 92. S. 123 figd. 
*#) Dieses Journal Bd. 89. S. 7 


S 
x 
ae 
= 
Br 
B; 
es 
E. 
EB; 
B* 
1 
A 
PB 
Es 
h, 
x 
e 
Fr 
F 
3 
# 
4 





RE ET 


en 


4 
= 
’ 





d 


h; 


S( 


di 


ul 


al 


1St 


Ist 


H 


wc 
die 








BERED 


PR REEEG 





LTR ÄNETTRENET 


are a 


2 A RE een 


$) 
3 
° 
ä 
3 
3 





Caspary, Determinanten-Identitäten für perspectivische Dreiecke. 37 


Grassmannschen Einheiten bedeuten. Dann stellen die äusseren Produete 


[aa], [bb], [ee] 


die drei Geraden dar, welche resp. durch die Punkte 
aund «, 5b und b, e und e 


hindurchgehen. Sollen diese drei Geraden sich in einem Punkte schneiden, 
so ist die hierfür nothwendige und ausreichende Bedingung durch 
aa’ bb cc) = V 
gegeben *),. Bezeichnet man dieses äussere Product, oder was dasselbe ist, 
lie Determinante 
ad, —qa,d, Aa,a,— ad, A,a,— a,d, 


b,b,—b,b, b,b,—b,b, bb,—b,bi 
GG—CCO GU—-—CG GG—GC, 
durch d, setzt also 

2) 0 = [aa bb’ cc) 
und berücksichtigt, dass **) 


aa’ bb) = Jabb)a —[abba, 


also 
[aa bb cc) = [abb')|a’ce )—|[a'bb'\[acc' 
ist, so folgt, weil ***) 
[acc] =[cac), [abb) = —[abb], [acc] = —[cae') 
ist, 


3) 0 = [abb'}[ca'e] — [a'b'b][cac'). 


Hieraus erhält man durch Buchstabenvertauschung 


(9 = [bee] [aba] [bee] [aba], 
Id = [caa’][b’e'b] —[c’a'a] [beb'), 
wobei zu bemerken ist, dass nach der Bedeutung der äusseren Producte 
die Grössen [abb’], [c'«c] u. s w. identisch mit den Determinanten F+a,b.b;, 
I +cia;c, u. 8. w. sind. 
Um aus der Formel (3.) weitere Folgerungen zu ziehen, werde 
| = [Be del, 
(9.) m — [ca ca], 
| n = [ab ab) 


*) Vgl. dieses Journ. Bd. 92. S. 130. 
*#=) Nach Formel (22.) a. a. 0. 
=##) Nach Formel (17.) a.a. 0. 
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und 
6.) nn = [al bm en] 


gesetzt. Dann erkennt man, dass Öd in n übergeht, wenn «a, b’, € resp. 
durch /, m, » ersetzt werden. Dadurch verwandelt sich aber (3.) in: 

(1)  n = [abm) |nle)— [Imb] [can]. 
Um die Werthe der einzelnen äusseren Producte (Determinanten) zu be- 
stimmen, beachte man, dass aus (D.): 
( = — [beb)c + [b’cde]b = [b’eb]e —[bee)b', 


(8.) m = —[cac a +[caale = [cac)a—[caa')e, 
\, = — [aba )b+Jab'bla = [aba)b—-[abb a‘, 
und hieraus: 
[abm! = —[abe’][caa|, [mb] = —[abe\[beb][c’ ae), 
[can] = —[aba’][cab), [ale] = — [bee] [cab] [a'b'b). 


hervorgeht. Substituirt man diese Ausdrücke in (7.), so findet man: 
(9)  n = [abe ][eab’]{[caa') |bee') [a'b’'b] — [aba']|beb][c’a'e]). 
Andererseits aber gelten die beiden Identitäten *) 
[eaa')|bee] = [bea’][eac'] + [abe] [c’a'c], 
faba’)\[beb’) = |bea |[abb ]+[abe][a'b'b). 
Multiplieirt man die erste derselben mit [@b’b], die zweite mit [e’a’c] und 
subtrahirt, so findet man: 

[ecaa'| [bee |[a'b’b]— [aba ][beb ||e ae] = [bea’]{[a’b b] [cac']— [abb'] [c’a'c]). 
und da der Factor von [bea’] auf der rechten Seite wegen (3.) den Werth 
— 0 hat. so ergiebt sich aus (9.): 

(10) nn = —[abe][bea'][cab’)d. 
Vertauscht man hierin und in (6.) a, b, e resp. mit a‘, b, ce, wodurch die 
Grössen /, m, » in ihre negativen Werthe übergehen, und setzt: 
11) © = [al bm cn), 
so erhält man: 
(12) © = -Jlabe]|b'cal[ca'b]d. 
Nennt man, wie üblich, zwei Dreiecke perspectieisch, wenn die drei Ver- 


bindungslinien entsprechender Ecken sich in einem Punkte schneiden, so 


*=) Nach Formel (24.) a.a. 0. 


ae ee Em RER nr NN 


ar Re ee 


en 1272 F 


- 
RE 


Chr eh Pro ii 


} 
k 








um 


So 


um 


Ist 


We 


Fü 
Dr 


Und 








- 4 ion rn ARE ir Ag ee Aaanüy BER? 
k ge u LER NN R a a 7 ie vn el: ni 
a 2 RE 2 ON a a a . BER {45 ; e 
20 ee e R ER ; 


- 
ee ee * Ws a STR 











Caspary, Determinanten-Identitäten für perspectivische Dreiecke. 309 


zeigt die Gleichung (2.), dass d=0 die Bedingung für die perspectivische 
Lage der beiden Dreiecke abe und abe ist. Da aber mit d wegen (10.) 
und (12.) auch 7 und { verschwinden, so erhält man aus den bisher ab- 
seleiteten Identitäten für d=0 den bekannten Satz: 

I. Sind abe und abe zwei perspectivische Dreiecke, so bilden die 
Schnittpunkte I, m, n der drei Geradenpaare |be'|, |b’el; |ca |, |cal; |ab |, |ab] 
ein neues Dreieck, welches zu jedem der beiden Dreiecke abe und abe per- 
spectivisch ist. 

Setzt man ferner: 

e Ber weit, 
(13) Ileel=B2, [ca])=B, 
abi=C, [ad]=C, 





und: 
(14) 4 = [AA' BB' CC',, 
so folgt aus (3.): 
4 = [ABB'][C'A'C)-[A'B'BJ[CAC',, 
und da:*) 
[AB]=[abele, [AB] =[ab'ee, 
[CA] =[abelb, [CA] = [abe |b 
ist, auch: 
4 = [abe][a'b’e'{[eB'][v’C]-[e BIC", 
woraus nach Substitution der Werthe aus (13.) unter Berücksichtigung von 
3.) hervorgeht: 
(15.) 4 = [abe][a'b'c’)d. 
Für d=0 ergiebt sich hieraus der Desarguessche Satz über perspeetivische 
))reiecke **), 
Setzt man endlich, analog (5.), (6.) und (11.): 
L = [BC' B'C] 
(16.) M= [CA CA), 
N = [AB' A'B), 





; 





und: 
jH = [AL BM CN], 


IZ = [AL BM ON], 





Nach Formel (25.) a. a. ©. 
Vgl. Hunyady, dieses Journal Bd. 89. S. 80. 


2 
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vertauscht in (10.) und (12.) die kleinen Buchstaben mit den grossen und 
formt in der nämlichen Weise um wie bisher, so erhält man leicht die 
beiden Identitäten: 

— [abel'[a'b’e']Z, 
IZ = [abe][a'b'e'*n, 


deren geometrische Interpretation den zu I. reciprok-polaren Satz liefert. 


(18.) 


$2. 
Substituirt man in (15.) für d und 4 die Werthe aus (2.). (13.) und 
(14.), so folgt: 
(19.) [bebe caca abab]| = [abe)[abe)[aa bb ce). 


Vertauscht man hierin « mit « und setzt: 


a= |be be, 
(20.) v = [ca ca], 
vw = [ab ab). 





so erhält man unter Berücksichtigung von (9.): 

21) g=[u m n] = [abe] [ab'e]d, 
woraus durch Buchstabenvertauschung noch: 
| w=[r » N)= [bea][bea']o, 
Iz= [we 1 m] = [cab] [ca'b']d 


hervorgeht. Vertauscht man andererseits in (19.) e und 5’ mit einander 


(22.) 


und ersetzt a und a durch m und », so geht (19.) in: 
a —=[bm en bm cn bb ce] = —|bb'm] | cc'n] [mnu]) 
oder wegen (21.) in: 
(23) na = [bm en b’m cn bb ce] = — |bb'm) |ce'n! [abe] [ab'e'] d 
über. Durch Buchstabenvertauschung ergeben sich hieraus noch die beiden 
Identitäten: 


- 


=[enal cnal cc aa) = —|cen][aal ||bca)|bea')d, 


_ 


o 
(24, 2 2. | 
ee al bm al b’m aa bb | = —|aal || bb’m]|[c ab] [cab] Ö, 


in denen wegen (8.): 


[aa] = — [beb’] [a’c’a) -- [b’e ec) [aba ] = — [b’e’b][aca'] — [bee] [a'b’a) 


u. 8. w. Ist. 
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Aus den Identitäten (23.) und (24.) folgen für d=0 die auch sonst 
bekannten Sätze: 


II. Sind abe und ab’e zwei perspectiwische Dreiecke und bezeichnen 
I, mn; u», w 
die Schnittpunkte der Geraden 
[be] und [b’e], [ca] und [ca], [ab] und [ab], 
be] und |b’e), [ca] und |ca)], [ab] und [a'b'), 
so liegt jedes der drei Punkttripel 
m,n, u: n,I,e: I[, m, w 
in einer Geraden. Ferner liegen die Schnittpunkte von 
Ibm) und |en|, [bm] und |en), [bb] und |ce) 
in einer Geraden; ebenso auch die Schnittpunkte von 
len] und [al], [en] und [al, (ce) und |aa'), 
[al] und |bm], [al| und [b’m), (aa) und [bb 
in zwei anderen. 
Setzt man: 
G=/[del, G=[beil, 
(25. H=[cal, H=[cal, 
K=/[lab) K =[ab). 





woraus wegen (d.): 
= [@@], 
m —= |HH'), 
n» = [KK] 


sich ergiebt, so folgt: 
o=[!mn]=[G@G HH KK), 
und daraus analog (3.): 


o = [GHH)[K@KI\—[@ HIN KGK 
Da aber wegen (29.): 
I@GHH \= |abe ||cac, |KGK')| = |abb \\cab), 
I@HH]|= [abellcac|, |KG@K|=|lab'b||cab 


ist, so erhält man: 








26.) w=[|! m n]|= [abe |[cab ||ab'b||ca’e)—|ab'e||ca'b||abb'||cae'). 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 1. 5 
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Ersetzt man hierin sowie in den Identitäten (21.) bis (24) a,b, c; a,b, c 
bez. durch A, B, C; A', B', C', so mögen die Determinanten p, w, %; 
7, 9, 0; © bez. die Werthe &, #, X; II, P, &; 2 annehmen; da aber 
dadurch auch /, m, » in L, M, N und a, ve, w in 9.U, 9.V, 9.W über- 
sehen, wenn 
3 — [abel[a’b’e') 
und 
U = [aa |, 
v = [bb)) 
W = [ce 


Ar; 
| 


gesetzt wird, so erhält man: 


$— Ip, v— vv, X= 3%; 
8.) IH=9n P=9o, =; 
Q —i — #0. 





Für d=0 verschwinden wegen (21.) bis (24.) p, w, 4%; 1, o, o und daher 
wegen (28.) auch &, #, X; II, P, &. Die daraus hervorgehenden Sätze 
sind die reeiprok-polaren Umkehrungen von Il. 
Substituirt man in die letzte Formel (28.) für /, m, n; L, M, N 
die Werthe aus (5.) und (16.), so erhält man 
[LMN]) = —[abe[ab’e'[! m n|. 

Vertauscht man hierin a mit a‘, so bleiben /, A, A’ ungeändert, während 

m, n; B,C; B,cC 
1m 

v. —w; H,K; H,K 


und wegen (16.) 


LM N 


& [HK HK), —|KA KA) [AH AH] 

übergehen; daher verwandelt sich die letzte Gleichung in 
HKHK KAKA AH AH 

— —[bea'\[b’c’aF[be' be ca ca ab ad.). 


Ersetzt man nun 
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wo 

O=[ca)| und Q= [ca] 
sein möge, so gehen 

H, KK, A; HH, K, A 
in 

ca, [AQ0). oc): [ca], TAQ). TO'C 
über, und wenn man diese Punkte durch 
EEE N gg 

bezeichnet, so verwandelt sich die letzte Gleichung in 
| hkhk kgkg gu gh 
\= -[0CA[OCA)TQC QC CACA AQ AQ). 


l 


Da aber 


\ 


IOC]=|[abela, |0'C] = |abe')a. 
CA] =[abe]jb, [CA]=[ab'e]b', 
IAQ]=[|bea)ce, [|AQ]= [b’ca]e 


ist, so erhält man aus (29.), wenn man noch 





0CAT|QCA][abe)|abe ||abe ||abe)|bea||bea) = : 
Setzt, 
(30.) [hkhk kygkg gu gh) = e.0. 

Für d=0 verschwindet die linke Seite, und dies ergiebt die Bedingung, 
dass die Punkte h, 4, g. k, k, g auf einem Kegelschnitte liegen. Daher 
erhält man aus (30.) den sonst in anderer Form ausgesprochenen Satz: 

Ill. Verbindet man die sechs Ecken a, b. c; a, b, ce zweier perspec- 
tieischen Dreiecke abe und abe in der angegebenen Reihenfolge und nennt 
diese Geraden bez. C, A, 0, C. A, 0, so liegen die zweimal drei Ecken 
der beiden Dreiecke CQA und CO A auf einem Kegelschnitte. 


Berlin. den 15. März 1881. 





Zur Theorie der linearen Difterentialgleichungen. 


Fortsetzung; siehe Bd. 91 dieses Journals.) 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Ih dieser Abhandlung ist die Integration der homogenen linearen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten, in welchen der Differential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, im 
Anschlusse an die früheren Untersuchungen des Verfassers über diesen 
(segenstand vollständig durchgeführt. Vie Integration dieser Differentialglei- 
chungen geht von der Darstellung der Integrale bei den singulären Punkten 
aus, und diese Darstellung gründet sich darauf, eine durch suecessive Inte- 
grationen aus vorgelegten Funetionen zu bildende Funetion dureh bestimmte 
Integrale auszudrücken, welche dieselben Funetionen enthalten. Die hier- 
auf bezüglichen Ausdrücke sind hier bei beliebigen Exponenten in den zu 
integrirenden Functionen aufgestellt (No. 1). Es ergiebt sich, dass eine solche 
Darstellung durch bestimmte Integrale auf allgemeinere Funetionen, als die- 
jenigen bei den hier betrachteten Differentialgleichungen sind, sich anwenden 
lässt, nämlich solche, wie sie bei einem beliebigen singulären Punkte einer 
homogenen linearen Difterentialgleichung vorkommen, in dessen Nähe die 
Coetfieienten abgesehen von diesem Punkte einwerthige und stetige analytische 
Kunetionen sind. Aus dieser Darstellung folgt die Entwickelung der Inte- 
orale der betrachteten Differentialgleiehungen (No. 2). Es ist im Anschluss 
an die früheren Abhandlungen des Verfassers in No. 3 die Werthbereehnung 
der Integrale mit beliebig vorgeschriebener Annäherung und in No. + die 
Bestimmung der Uonstanten bei der Fortsetzung der Integrale gegeben. 
In No. 5 ist alsdann die Integration der untersuchten Differentialgleichungen 
im Zusammenhange dargestellt. Die algebraischen Aufgaben, die bei der 
vegebenen Behandlung der hier integrirten Differentialgleichungen auftreten, 


sind in No. 7 untersucht. 
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Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 


1. 
Bei einem singulären Punkte im Endlichen z = a einer Differential- 
eleichung der betrachteten Art sind, siehe No. 5, Integrale von folgender 
Form zu entwickeln: 


(3) uf dem ut, EEE [deu,),u, / u Ude, 


wo die Grössen « die Form 
DR irn 
2.) e"(z-a)y(r—a 
haben, U die Darstellung 
3) e(a-a)!iy(a-a)+4(r—a)log(z—a)+ +4,27 —a)(log(r—a 


besitzt und die Grössen w, « gleich Null oder von der Form Ne ‚(2 —a 
] 


. D| .. . y © / 0 . . . 
die Grössen z, 2, bis z, von der Form Fe,(2—a)' sind. Bezeichnet ww, die 


Grösse vw in «,, so soll v—w, von Null verschieden sein. Es wird ein 
Kreis um z=a als Mittelpunkt genommen, in welchem die Grössen z in 
u einwerthig, stetig und von Null verschieden, die z, in U einwerthig und 
stetig sind. Bei den Integrationen in (1.) soll jedesmal das constante Glied 
annullirt werden. Alsdann erhält die Entwickelung des Ausdruckes (1. 
in dem angenommenen Kreise die Form 

4) (aa ip (c-a)+gp(z—-a)loe(r—a)+ -y,(z—a)(los(e—u 

wo ce eine ganze Zahl ist, und wo die Grössen g in diesem Kreise abgesehen 
von z2=a einwerthige und stetige analytische Funetionen sind und solche 
F"unetionen bleiben — wenigstens in dem Bezirke von 2=a bei der Ditterential- 
sleichung (Abh. Bd. 87 No. 1). 

Diese Entwiekelung ist aufzustellen, welches auch die Exponenten 2 
in den Grössen « sein mögen. Bei den in Abh. Bd. 91 betrachteten Inte- 
gralen war vorausgesetzt, dass die Exponenten 2 sich von dem Exponenten 
o in U nicht um ganze Zahlen unterscheiden. 

I. Zu dem Zwecke ist die Integralfunetion 


2.) /% — a) w(z—a)(log(c—a )'da 


\ 


darzustellen, wo w(z—a) in einem Kreise um z=a«a als Mittelpunkt ab- 
gesehen von diesem Punkte eine einwerthige und stetige analytische Funetion 
ist, daher die Entwickelung 


x S / \ » . \y 
6.) ce (z-a) +5 c(r—a)' 


—— 
U) 
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hat, » ganzzahlig und positiv (0) ist, das eonstante Glied in der Ent- E 
wiekelung (Integrationseonstante) annullirt wird. j 
a) In (5.) sei r nicht ganzzahlig. E 

Es ist 
/:(@-a)(log(@-a))' dx ; 

; 

| = n(z—-a)(log(z—a))'—n / &(@-a)(log(x-a))' 'de, } 


( 


”.ı 
=] 
. 

et 


&(z-a)=(2-a)y(r-—a), 7 (2—a) = / &(z-a)dı, 


co / \ 1 u \ 
| S(t-a)= - 72 —4). 


Demnach ist die Integralfunetion 
(8.) / («-a)w(z—a)dr 


darzustellen, in welcher die Integrationsconstante annullirt wird. Dieses 
eeschieht durch ein bestimmtes Integral. Ein Integral erstreckt über die 
Peripherie des Kreises um den Nullpunkt der Constructionsebene als Mittel- 
punkt mit dem Radius 1, von 1 an in positiver Richtung (von +1 nach 
+: hin) bis zu 1 zurück, werde durch / bezeichnet. Dann ist, wenn 
1 

der Anfangswerth von loge für «e=1 gleich Null genommen wird, und a 
sanzzahlig ist, 

(9,) Ä [uw “da= 1 [ eu+ise d« = 1 

erw]. 


we. erw _i. r+a+1 
1 
Daher wird 
\ 2, Hl —ay)tirt! I o,(a—ay'+t't! z—a)'*! 3 \ 
10. 2 z r +2 ! a / R v( (2 — a) cr.) da. 


r-+d+ 4 rt HH em | 


Die Integration in den einzelnen Gliedern der Potenzreihen ist gestattet, 
weil die Reihen für Werthe x innerhalb des betrachteten Kreises (abgesehen 
von 2=a) und die vorkommenden Werthe « in gleichem Grade conver- 
oiren. (Ueber die Convergenz in gleichem Grade vgl. die Abh. Bd. 87, 
No. 4 Anfang.) Wird nun 


"da e ' , i 
11.) nd _oiyl(e-a)e,) = U,(e-a) 


ern —1 
1 


gesetzt, so geht die Formel (7.) über in: 


.. | / a— a) w(e—a)(loge—a))'de = (r—-a) "U, (z—-a)(log(z—a))" 
\ 2.) 


| —n / (2a) U,(e—a)(log(x-a))' "de. 
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Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Ist dann weiter 


de, er i non ’ 
/ errir _4 or; U,((a u! e,) V, td), 
‘ N 1 
3 (13.) / da 
En n _ 3 r T u N \ u Pf Br tn 
“ / e’rir _4 3U;((x a, 0;) et U,(x da 4 OL .. 





l 





\ so ergiebt sich aus (12.) die Darstellung: 
/(e-a) w(z-a)(log(r—a de = (z-a)*\U,(z-a)(log(x—a))' 
; f e \ ' N -- N " 4 
| (14.) — nU,(z-a)(log(z-a)) +n(n-1)U;,(z-a)(log(z -a))"—-- 
| ++ (Dana —1)...1U,,,(2—a)!. 
(Vgl. Abh. Bd. 91, No. 1 5b) und d)). In den bestimmten Integralen kann 
nun die Funetion w(z—a) eine andere Darstellung als durch Reihenent- 
wickelung erhalten. 
b) In (5.) sei r ganzzahlig. 
(z-a)w(zc—a) sei gleich F(r-—-a) gesetzt und 
(15 \ vr <  ( \a » . \a k_ı L£f N 
15.) (2-4) = B> k,(c—4) +2 k,(z—-a)' = a tea). 
Dann ist 
| / Pz-a)(log(z—a))'dx 
k_; u \/ NN pp N / \\ ' 
(16) (= a (log(z—-a))"*'+n(z-a)(log(z-a)) —n / S(e-a)(log z-a))' dr, 
\ gr N a \ | " 
| n(z-a) af S(z-a)dı, S(2-a) = Berne (2-4). 
k_, wird ausgedrückt durch 
17) ku=- / PORay)d 
\ 2 mi / WR 
wo der Radius R einem Kreise um z=a als Mittelpunkt angehört inner- 
halb des bei der Entwickelung von P(z—a) angenommenen Kreises. 
Es ist nun die Integralfunction 
(18.) /S(@-a)de 
i darzustellen, in welcher die Integrationseonstante annullirt wird; in I(r—a 


s 1 
kommt demnach das Glied nicht vor. Der Anfangswerth von log? 


für #7=1 werde gleich Null genommen, %=e”. Dann ist für positive 
ganzzahlige Werthe a, Null einbegriffen: 
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; ' | “rlo&e And? 1 ua ı EN 1 
| y, ) F f = — — \ nen 
1 3 Iri J Imi ) 8 I 4 \ I ) dd a 1 


;s werde nun 


T. 
Ss kh(z-a) = ylar—a), 
- | ’ 





20) 1, 
E k(a-a) = (e-a)"y((x-a)”) 


vesetzt. Dann wird 


2 o 2 k(r—a)'t! 2—a ” . lo&e3\ d? 
21) 3— ee — / Y ( 2 —- a) —— )—-, 
, ) a-+1 PIE . ‚% ri ß 
N fa... u ” " 
99) > klar! BER. ie... / .(@-a)” log \ da 
a+1 ni « u de ’ TE. 
1 
. . f} “ pr . > ] . f; \ log? \ 
Die Integration in den einzelnen Gliedern der Potenzreihen (x —a) +) 
P i i los 3 A loo 3 . . e 
und z( (e-a)' ——= ) ist gestattet. Denn da ,.- von O0 bis 1 sich ändert. 
r 2m mi 
’ » ’ MEN i 
so eonvergirt die Reihe 4 =-4),,,) für Werthe von z—a innerhalb 
)5, 


ö N ; log } al ae 
des Convergenzkreises von g(2=—a), die Reihe A N a= (2—a) für 


Werthe von (@—a)”' innerhalb des Convergenzkreises von z(a) und zugleich 
log # 


2ni 
Die Funetionen g(ae—a) und y((z—a)) sind nun durch die Function 


für die in Betracht kommenden Werthe von in gleichem Grade. 


U, 


’e—a) auszudrücken. Dieses geschieht vermittelst der Cauchy-Laurentschen 
Integralformel. Nach derselben ist. wenn R’ und R’” Radien eines Kreis- 
ıinges um @=a als Mittelpunkt innerhalb des Kreises sind, in welchem 
7'x—a) abgesehen von e=a einwerthig und stetig ist. für das Gebiet 
R < Mod.(@—-a)<_R" 


23, we  . R f PCR 4.) d) r R [ BR 4) di 
ai: r ‚ 2ri. R')— (2 —.a) ni / z—a-—R\ 
1 1 


(semäss (23.) Ist 
R”" /'_ ER"N 


RN (2a) di., Mod. @—-a) <R. 


24, y(z—a) = ee 
f ö m «x 
1 


s 


Setzt man ferner in (23.) (e—a) P(z—a) an Stelle von F(r—a), so folgt 


hieraus: 


R' "ADR'SR% 
5], Aa a de ER, Di UA) . ) / g ’ 
25. 2--a) 'y((@-a)") = 5 / ara dh, Mod. (@—-a) > R. 
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Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Man erhält also aus (24.) und (25.) als Darstellung von p(x--a) und z( 
"AR" (R"'D- 


2nri 1—(z—a)(R’i)-! 


PR’). Mod.(r—a)R 


i £ diR R') 


2mi ‚ Je (T— a) IR’) 7 R Ir). Mod.( <z—A l 


gesetzt, so geht die Formel (16.) gemäss (21.) und (22.) über in 


| / I[yl(z-a)+k_,(x-a)""+(2-a)"”z((z-a )log(z—a 


z—da 


‚R 


"dr 


ran\ = (log(z-a))" "+ -a)V, (2 -a 
0.) N } 1 se \ / i 
| +(2-a)"' W,((z-a)) (log(z—a))' 
—M / IN&@—-a)+(2-a)"W,((z-a)"')\(loge(z—a)) "dr. 
Ist nun weiter 
7 dp lo: 3 % 
—-V,\(2-a) ——-) V,c—-a 
J ni, \ mi 
/s \ 1 ” 
31.) ei Hk 
«dn f I0%£ 2, N 
P_ Wr l 8B,\ | . 
F Imiß ).((2—a am) > I), —a). ete.. 





a RR log P, u! 
/ Fer W(\ 7—a —] or; ) - — ol T—d 





niß, mi 
(32) |} 
\ / pt Ad? | . lo» 9 \ 
/ 3 _ W((«- A") = —Wlz—-a)") u 
. 2m? (\ ni J 3\ . a 
1 


so ergiebt sich aus (30.) die Darstellung 


n | \ l ” MRR ;; 
IF #6 (log(-—-a))' de / wur Ri)(loo(x 


\ ; n+1 . 2rı 

) 
| + (z-a)V),(z-a)+ (2—- a)” W( z-a)")] 
Es. —n|(z-—a)),(a—-a)+(2—-a)"W;,((x-a) ')]( 


\ 
) 
+na—-1)[e-a)ls(a-a)+(2-a)" W;,((@-a)")]( 


( 
—1)"n(n—1)...1[(2-a)V,. ‚(z-a)+(2-a)"W,,.((x 


Die Inteorale V eelten für Werthe von x. bei denen Mod. (r —a 
ben) Pam) 
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die Integrale W tür Werthe von x, bei denen Mod.(—a) > R’ ist, und die 
Darstellung (33.) gilt für Werthe von x, bei denen R’< Mod. (x—-a) < RT ist. 

In den bestimmten Integralen kann die Function 7 eine andere 
Darstellung als durch Reihenentwickelung erhalten. 

II. Die Formeln (14.) und (33.) werden nun successive angewandt, 
um das Integral (1.) darzustellen. Es sei ein Kreis mit dem Radius A, be- 
stimmt (s. No. 5), in welehem die Funetionen 2(r—-a) in den « einwerthig, 
stetiv und von Null verschieden, die z7,(@—a) in U einwerthig und stetig 
sind. Sobald der Exponent r in der zu integrirenden Funetion (5.) ganz- 
zahlig wird, kommt die Formel (33.) in Anwendung, in welcher nun statt 
R und AR” gesetzt werde R, und R,, wo R\, <R, ist. Die Darstellung 
rilt hierauf innerhalb des Kreisringes um z= a mit den Radien R, und A}. 
Kommt in der Folge wieder ein ganzzahliger Exponent r in der zu inte- 
srirenden Funetion (D.) vor, so ist zur Anwendung von (33.) ein Kreisring 
EEE Su, 
Die Darstellung gilt alsdann innerhalb des Kreisrnges um z=a«a mit den 


oO 


mit den Radien R) and RY zu nehmen, so dass RI<R,<R)- 
Radien R, und A,. Und dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis das Integral 
1.) vollständig dargestellt ist. 

Ill. Dieselbe Darstelluı 


aus ]. ist anwendbar, wenn von den Grössen « und U in (1.) nur voraus- 


(5 des Integrales (1.) vermitteist der Formeln 
vesetzt wird, dass sie in einem Kreisringe um z= a als Mittelpunkt in dem 
Bezirke von 2=a von der Form (z-a)'w sind und w in diesem Gebiete 
einwerthig, stetig und von Null verschieden ist. Durch Integrale (1.) mit 
dieser Beschaffenheit werden aber nach Abh. Bd. 75. No. 8 die Inteerale 
hei einem singulären Punkte x = a von jeder homogenen linearen Differential- 
»leichung ausgedrückt, deren Coeffieienten in der Umgebung dieses Punktes 
einwerthige und abgesehen von diesem Punkte stetige analytische Funetionen 
sind. Die Entwiekelung No. 1 (4.) gilt dann in dem Bezirke von 2 = a. 


2. 


Die Funetionen y(r—a) im No. 1 (4.) haben für die Werthe von x 
in dem Bezirke von z=a«a die Entwiekelung durch die Summe von zwei 
Potenzreihen, von denen die eine nach Potenzen von 2—a mit positiven, 
die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet. In dieser 


Eintwiekelung sollen die Coeffieienten bestimmt werden. 
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Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 1 


Die Funetionen (z—a)""p(z—a) genügen einer homogenen Iinearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coeffiecienten und dem Coeffieienten der 
höchsten Ableitung eleich 1, die man nach Abh. Bd. 87, No. 7, I aus de: 
ursprünglichen Difterentialgleichung ohne vorherige Kenntniss der Integrale 
herleitet. Die Constanten in den rationalen Coetfieienten dieser Ditterential- 
oleichung werden rationale Ausdrücke der Constanten in den Coeffieienten 
der ursprünglichen Differentialgleiehung und der Uonstanten a, die dem sin- 
gulären Punkte angehört, mit rationalen Zahleoetficienten. Aus dieser !>itfe 
rentialgleichung ergiebt sich eine Reeursionsformel für die Coeftieienten in 
der Entwiekelung von g mit constanter Anzahl der Glieder. Diese Glieder 
können nicht alle identisch verschwinden, weil, wenn die Ordnung deı 
Differentialgleichung gleich M ist, und die Exponenten in der Reihe tür g 
durch a bezeichnet werden, die Potenz a” nicht aus der Reeursionstormel 
ausfallen kann. Es bleibt daher übrig, eine endliche Anzahl von Üoettieienten 
in der Entwickelung von g zu bestimmen. Eine solehe Funetion yir—a 
ist nach No. 1 in einem Kreisringe um z=a als Mittelpunkt dureh eine 
Summe von bestimmten Integralen in endlicher Anzahl dargestellt worden. 
Ist r in No. 1 (5.) nieht ganzzahlig, so tritt in Formel No. 1 (14.) deı 


'! heraus. Dieser Factor kann. wenn r in No. i (5.) nieht 


Factor (2 —a) 
sanzzahlig oder ganzzahlig ist, aus der Darstellung von No. i (5.) dureh 
No. 1 (14.) bezüglich (33.) herausgenommen werden, wobei der Ausdruck 
durch Formel (33.) noch mit (e—-a)”“*" multiplieirt wird. Dann ergiebt 
sich (@—- a)" y(z-a) = (z-a)*"g(xz—a) Kin bestimmtes Integral. in deı 
Summe, welche eine Function y(xz—a) darstellt, sei durch f(x --a) be- 
zeichnet. In der Entwiekelung von f(@e—a) nach Potenzen von z—a in 


dem Kreisringe wird der Coeffiecient e, von (e—a)' durch das Integral 


— 4 
h 


Pe ad u d£öR TE ı2/m 
1) oe, : (RE) FCRL 


ausgedrückt, wo R der Radius eines Kreises um z=a als Mittelpunkt 


innerhalb dieses Kreisringes ist. Es ergiebt sieh also zur Darstellung von 


c, ein mehrfaches Integral gebildet durch Integrationen, die durch /  be- 


zeichnet sind. Die Integrationsvariabeln kommen vor in der Art, wie die o 


. ) h Me he Fe 

No. 1 (14.), wie die ? in 5°—- No. 1 (21.), (22.), (33.), wie die 4 No. 1 
\ ni / \ / \ / 

(17.), (26.), (27.), endlich als © in (1... Die unter den Integralzeichen vor- 


- MM 


g- 
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— 


kommenden Funetionen seien als Produet unter die Gesammtheit der Inte- 
a 


e’ru__ | 


« . u . . . “ l . a . 
ein, wo r nicht ganzzahlig ist, jedes ? einen Factor ‚ Jedes 4 einen 


gralzeichen gestellt. Jede Integrationsvariable « führt einen Factor 


2niıß 
. R' Zu Br in u u R ii > = 
Factor „— (Ri) oder „(R 4)", & den Factor „— (RS). Das Produet 
anı 2ııı 2 anı er 


dieser Grössen sei durch A bezeichnet, das Produet der übrigen Funetionen 
durch B. 

I. «@) Das durch B bezeichnete Produet enthält dreierlei Arten von 
Faetoren. Die Factoren der ersten Art in B gehen aus den Grössen e*" in 


n 
den «, «”', ein UNo. 1 (1.) hervor, in denen w, « von der Form Fc_,(2 —a)”' 
1 


ist, haben also Entwiekelungen der Form 1+2 k_,(@e-a)"". Die Factoren 
der zweiten Art werden von den Funetionen (2 —a) und (z(2—a))"' in den 
a und u’, 2,Ce-a) in U gebildet. Diese Faetoren haben Entwickelungen 
ler Form Fe, (2—a)‘, die innerhalb des Kreises mit dem Radius A, (No. 1, Il.) 
eonvergiren. Hierhin gehören noch die Factoren e(x—a)', c eine rationale 
Zahl, a ganzzahlig, die in No.1 (14.) beia=0 und (33.), nachdem letztere 
Formel mit (-—a) "" multiplieirt ist, vor den Integralen stehen, und zwar 
wenn a<- 0 ist, als Factoren der ersten Art, wenn a— 0 ist, als Factoren 


der zweiten Art. Die Faetoren der dritten Art werden dureh die Grössen 





| eu —. (2 an (Rn 

s I-(@-s)Rfi) ° 7 A), 
a; ' _ | | | $ 
Pa — = F((2-a)"') (Ri) 
I—(2--a)!R: 4 2. (( / ) Feine) 


aus Integralen der Art No.1 (26.), (27.) geliefert. In den Factoren der 
beiden ersten Arten steht an Stelle von ze- a ein Produet einerseits von In- 
tegrationsvariabeln « oder von 1 und andererseits entweder von einer Inte- 
srationsvariabeln wie R}A, Ri oder von der Integrationsvariabeln RT. In 


— multiplieirt 


len Faetoren der dritten Art steht mit e—a bezüglich (c— a) 
log? 


art 


ein Produet von Variabeln ‚sodann an Stelle von z—a ebenfalls ein 


Produet einerseits von Integrationsvariabeln @ oder von 1 und andererseits 
entweder von einer Grösse R\..4. R\,,4, wo RR <R,,<R,,<R, ist, 
oder von RZ. 

b) Das Produet B der in a) bezeichneten Reihen 8, die in endlicher 


Anzahl vorkommen, werde in folgender Weise in eine Reihe entwickelt. 
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Thome, zur Theorie der lınearen Differentialgleichungen. 


Die in a) enthaltenen leihen, insofern sie ursprünglich v—a als Variable 
enthalten, convergiren unbedingt (d. h. die heihen der Moduln eonvergiren). 


Nun ist Mod.e = 1. lo? 1, Modi =1, Mod.£ -1 und es liegen die an 


Ip + 
Stelle von z-—a zu setzenden Grössen Ri. Ri oder RZ innerhalb des 
Convergenzkreises der betreffenden Reihe. Daher eonvergirt jede heihe 8 
noch. wenn die Coeffieienten dureh ihre Moduln ersetzt werden. und 1 statt 


loo I 
{ i 


jeder der in derselben vorkommenden Variabeln «, ), oder { einge- 


anni 
setzt wird. Die hierdurch entstehende Reihe sei dureh 8, bezeichnet. Die 
keihen S werden nun mit einander multiplieirt, indem die Stellenzeiger in 
diesen Reihen alle positiv genommen werden. In der Reihe für das Pro- 
duet ist also das Glied mit dem Stellenzeiger » gleich der Summe der aus 
Gliedern, von denen aus jeder Reihe eines herrührt, gebildeten Produete, in 
denen die Summe der Stellenzeiger gleich » ist. Diese Reihe sei durch T be- 
zeichnet. In derselben Weise seien die Reihen S, mit einander multiplieirt, und 
hierdurch gehe die Reihe T, hervor. Die Reihe T ist eine einfach unend- 
liche Reihe, deren Glieder ganze rationale Functionen der Variabeln @, «” 


log? u n ) 
FF, ,%&, 57 sind, welche Funetionen man aufstellen kann. Aus der 


heihe T, ergiebt sich, dass die Reihe T für die in Betracht kommenden 
Werthe der genannten Variabeln in gleichem Grade eonvergirt (vgl. No. | 
bei (10.)). 

c) Es steht also unter der Gesammtheit der Integralzeichen die Ent- 
wiekelung AT. Die heihe T werde in zwei Theile getheilt T und T’, so 
dass T die Glieder der Reihe bis zu einem Stellenzeiger » enthält, T’ die 
keihe der übrigen Glieder ist, also AT-AT = AT’. Nun ist die Reihe T 
in gleichem Grade convergent für die Werthe der Integrationsvariabeln. Es 
besteht also, während die in Betracht kommenden Werthe dieser Variabeln 
beliebig bleiben, ein Stellenzeiger v der Art, dass, sobald der Stellenzeiger 


rewählte Grösse 


Pe) 


n —rv ist, Mod.T” <0d bleibt, wo Ö eine beliebig klein 
ist. Eine Grösse gleich oder grösser als die Werthe von Mod. A werde 
dureh A bezeichnet. Es ergiebt sich alsdann für das Integral von (AT- AT). 
dass dessen Modul gleich oder kleiner als A0(2n)’ bleibt, wenn o-mal 
integrirt wird nach # durch Substitution von e’, 0-9 27. Also ist die 
heihe AT integrirbar durch Integration in den einzelnen Gliedern. Bei 
Ausführung der Integration wird jedes Integral 
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3 /S RAR yamra (RO RAE 


2ni 2mi IE, an 


1 1 
i 


h) 


vleich Null, wenn a von —1 verschieden ist, sonst gleich 1, jedes Integral 


AN Bee 1 
ne, . err_l r+a+1 


1 


r nicht ganzzahlig. jedes Integral 


 \ a lo«/ \ d? 1 
Di - a == : 
. ni / 2nıß a1 
l 
a ganzzahlig und positiv 0). Die einzelnen Glieder in der integrirten 


Reihe werden unabhängig davon, welche Grössen R, und R, zur Darstellung 
des Integrales No. 1 (1.) durch die Formeln von No. 1 gewählt sind, und stellen 
sich als ganze rationale Functionen der Constanten in den Girössen w, u, 7, 
2,7. in den u, u”' und U und der Constanten (o—-4,+ua) , wo Q ganz- 
sahlig, 2%, der Exponent in solchen u, ist. für welche o— x, richt ganzzahlig 
wird, mit rationalen Zahleoefficienten dar. 

In No. 3 wird gezeigt, wie man den Werth des Coefficienten e, (1. 
mit beliebig vorgeschriebener Annäherung berechnet und den Steilenzeiger 
» mit der vorhin angegebenen Beschaffenheit in der Reihe T ermittelt. Bei 
der Entwickelung für e, in dem Falle, der in Abh. Bd. 91, No. 2 betrachtet 
ist, war die Reihe T zuerst nach Potenzen von 2 —a geordnet worden. Die 
dort für e, erhaltene heihe ist aber dieselbe wie die, welche man nach dem 
hier auseinandergesetzten Verfahren erhält. 

ll. Der Coetficient von (@e—a)' in der Entwickelung einer Function 
y(e—a) aus No. 1 (4) wird durch eine Summe von Integralen (1.) in end- 
licher Anzahl ausgedrückt. Gemäss der Entwickelung, die in l. für dieses 
Integral gegeben ist. wird also dieser Coeffieient in der Entwiekelung von 
y(@—a) dargestellt durch eine einfach unendliche Reihe ganzer rationaler Funec- 
tionen der in 1. bezeichneten Constanten mit rationalen Zahleoefficienten. 

III. Wenn von den Grössen « und U in No.1 (1.) nur voraus- 
vesetzt wird, dass sie in einem Kreisringe um 2 =a als Mittelpunkt in dem 
Bezirke von 2=a von der Form (@—a)' w sind, und w in diesem Grebiete 
einwerthig, stetig und von Null verschieden ist (s. No. 1 Ill), so bleiben, 
wenn die Entwickelung der ı gegeben ist, die Betrachtungen, um die Coef- 
fieienten in der Entwiekelung von $ zu bestimmen, dieselben. An die Stelle 
der Reihenentwickelungen in I. a), die von den Grössen e", e', z, Z. her- 
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rühren, treten die von w durch die Summe Ne, (r—-a) + Ne (2-a)‘. Durch 


Multiplication erhält man eine Summe von Reihen, wie T in 1. 5), die selbst 
wieder eine heihe von der Beschaffenheit von T (I. b) und e)) liefert. 


3 
e), 


Die Berechnung der Functionen y(r—a) No. 1 (4.) und der Coefficienten 
in der Entwiekelung derselben No. 2 mit beliebig vorgeschriebener Annäherung 
erhält man nach den Methoden von Abh. Bd. 91, No. 3 auf folgende Weise. 

l. a) Es werde der Integralausdruck f'r—a) aus No. 2 betrachtet. 
Die Funetionen, auf welche sich die Integrationen beziehen, nebst dem aus 
u, No. 1 (1.) hervorgehenden Factor seien als Produet unter die Gesammit- 
heit der Integralzeichen gestellt. Dieses Produet enthält als Faetoren das 
Produet A der No. 2, in welchem der Factor _ RZ)" wegfällt, das- 
selbe sei durch [A] bezeichnet, und das Product B der No. 2, in welehem 
z—a an Stelle von RZ steht. Die Faetoren von B sind die n N.21Ia 
angegebenen Reihen, 2—a an Stelle von RL. ‚Jede dieser Reihen S sei 
in zwei Theile getheilt S° und S”, wo S° die Glieder der Reihe bis zu 
einem gewissen Stellenzeiger enthält, S” die Reihe der übrigen ist. Für 
die in Betracht kommenden Werthe der Integrationsvariabeln und, falls die 
keihe e—a enthält, für die Werthe von x in einem Kreisringe um 2 =a 
als Mittelpunkt innerhalb des Kreisringes, in dem f(@—a) dargestellt ist, 
sei Mod.sS M, Mod.S' e, so ist Mod.S’ W-+e. Man setze in B für 
Sn ein S„+S.,, alsdann B=B+B’, wo B=S,,S; 


y 


y heihen S vorhanden und durch S,, bezeichnet sind. Dann ist BP” eine 


ee S;. Ist. wenn 


Summe von Produeten in endlicher Anzahl, von denen jedes wenigstens eine 
Grösse S,,, als Factor enthält. Setzt man in den Ausdruck von Ban 
Stelle von $,,, die bezügliche Grösse M,+:., ein, & 


„„ an Stelle von S..,. 


so erhält man einen Ausdruck n gleich oder grösser als Mod. BD’, der wenn 
die & hinreichend klein genommen sind, kleiner als eine vorgeschriebene 
beliebig klein gewählte Grösse wird. 

Die in f(@e—a) vorkommenden Integrationen sind an dem Produete 
A] B auszuführen. Diese Integrationen an dem Ausdrucke [A] B’ vollzogen 
liefern eine Funetion, die durch f(@—a) bezeichnet werde. Dieselben Inte- 


grationen in Bezug auf den Ausdruck [A] B— [A| B = A] BT genommen ergeben 
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eine Grösse, die f (ea) sei, wo f-f =f ist. « sei eine Grösse gleich 
oder grösser als die Werthe von Mod.[A]. Wenn das Produet der g Grössen 
MH Mod.S, durch 7 bezeichnet wird, so ist Mod. er (27)””', wenn 
s--1)-mal in f integrirt wird nach # dureh Substitution von e”’. Diese Grösse 
or (27) sei durch jf} bezeichnet. Ebenso ist Mod.f" = en(2n)’, diese 
(Grösse sei durch |f | bezeiehnet. Dann ist Mod.f = |f|+|f"- Das Inte- 


oral an dem Ausdrucke [A]B ausgeführt, wobei Integrationen vorkommen, 
die in No.2 (3.), (4). ©.) angegeben sind, liefert als f eine ganze rationale 
Function von e—a und (ve —a)” mit Coefficienten, die ganze rationale Func- 
tionen der in No. 2 nach (9.) bezeichneten Constanten mit rationalen Zahl- 
eoefficienten sind. 

b) Es ist daher zu zeigen, wie man bei einer heihe S die in a 
bezeichnete Grösse HM findet, und wie man einen Stellenzeiger in dieser 
eihe angeben kann, so dass Mod.S" = e, wenn & beliebig klein genommen 
ist. Dieses ergiebt sich nach Abh. Bd. 91. No. 3. II und III Wenn von 
der Summe zweier Potenzreihen 

R x 
1.) 2Ze.f+20f 


\ 


— | 
eine positive Grösse M bekannt ist gleich oder grösser als der Modul der 
Reihe für Werthe E£. bei denen R' = Mod. R’ ist, wo die Punkte R 
und AR innerhalb des Convergenzringes der heihe liegen, R << R’ ist. so 


ist für irgend einen Werth A, beidem A = R=—_R, Mod.e, z - Hier- 
Als ergiebt sieh 
% R' ey M 
-) \ y < f ] 
ET Mod.2 C \ R' ) j R’ 
R’ 
tiir Mod.& A 
i “DE 
3. Mod. 2 c,$ Pr ) | R 
R' 


tür Mod. R! >R. Die Grössen rechts können dadureh. dass » hin- 


reichend gross genommen wird, beliebig klein gemacht werden, es bleibt 
also 4 zu bestimmen. 


. . u r . D Y ei “on 
Die Reihen S in No. 2, I a) sind aber Reihen der Form Fe, oder 


e.©, und zwar steht in den dort angegebenen Reihen der ersten und 
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zweiten Art an Stelle von S z#—a oder der positive Werth einer der dort 
genannten Grössen AR und RAR, welcher im Convergenzgebiete liegt, multi- 
plieirt mit 1 oder einem Produete von Integrationsvariabeln, dessen Modul 


1 ist. Bei den Reihen der dritten Art No. 2 2.) steht in Ne an Stelle 


von & z-a oder (z—a) ' multiplieirt mit 7°, dessen Modul 1 ist. und 

| a 3 log 3 ' 

einem Produete von (Grössen "an dessen Modul gleieh oder kleiner als 
Ad 4 t v 


] ist, dann an Stelle von 2—a eine Grösse, wie die, welche in den Reihen 
der beiden ersten Arten an Stelle von S steht. 

Nun ist bei den Reihen der beiden ersten Arten ein Werth M zu 
bestimmen. gleich oder grösser als der Modul der Reihe. Man erhält einen 
solchen bei den Ausdrücken e”, e‘, e(e—a)' unmittelbar. Bei den Reihen 
für „(a —a) und (z(2-a)) ' aus « und «7 und z,(2—a) aus U erhält man 
denselben nach Abh. Bd. 91, N. 3 Ill p. 110— 114 für die Werthe x in 
einem Kreise um z=a, der hier als Kreis mit dem Radius R, in No. 1 Il 
angenommen wird. Man zieht zu dem Zweeke (die Ausdrücke der (Grössen 
xz-a)'y(z--a) in den « dureh die Integrale von Ditferentialgleichungen in 
Betracht, in denen bei e = «a reguläre Ditferentialausdrücke „leich Null we- 
setzt sind (s. No. 5). Die Factoren der Potenzen von log(zr—a) in den 
Ausdrücken dieser Integrale genügen Ditferentialgleichungen mit rationalen 
C'oefficienten und dem charakteristischen Index „leich Null bei 2 = a. die 
aus den vorigen Differentialgleichungen hergeleitet werden (Abh. Bd. 87. 
No. 7 ID) und mit Hülfe deren diese Untersuchung durchgeführt wird. Bei 
den Reihen der dritten Art erhält man aus den Summenausdricken einen 
Werth von M, der gleich oder grösser ist als der Modul der Reihe bei 


der ersten Reihe für Mod. c—-a RR. wenn man R’ statt (r—a)/ 
einsetzt, und bei der zweiten Reihe für Mod.'z—a) — R R.. wenn man 


R' statt (r—- a) "A einsetzt. 

Eine Grösse gleich oder grösser als Mod. A] kann man ohne Weiteres 
aufstellen (vgl. Abh. Bd. 91, No.5 IV d) p. 127 

Il. a) In einem Kreisringe um z=a als Mittelpunkt erhält man 
also nach I f=f-+f" 


den Reihen S’ Mod.f” kleiner als eine vorgeschriebene beliebig kleine 


so, dass durch passende Wahl der Stellenzeiger bei 


Grösse gemacht werden kann. Durch Addition von Funetionen f ergiebt 
sich die Funetion 9==f. Die Summe der in diesen f vorkommenden / 


sel durch % = &f, die Summe der f" durch 9° = Ff’ bezeichnet, also 
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1 


g=p-+y'. g ist eine ganze rationale Function von c—a und (c—a) mit 
Coefficienten, die ganze rationale Functionen der in No. 2 nach (3.) bezeich- 
neten Constanten mit rationalen Zahlcoefficienten sind. Es ist nach den Be- 


zeichnungen von I «a, 
(4) Mod.p <Zifl, Mod.p"< zif"), Modes Zifi+zif). 
Was ferner die Differentialquotienten von Y, p, p° angeht, so 
erhält man Grössen gleich oder grösser als bezüglich die Moduln von 


in folgender Weise (vgl. Abh. Bd. 91, No.3 IV p. 124). 


mE. 


d’y dp  dy" 


dx dx! ’ dx 


Bei den Potenzreihen (1.) ist 


N l’ — ’ - MR' 
(9.) Mod. ee — — 
\ I.) : lod de = c 1° 1 mer | (R'' R"\ +1 


für Mod.Ee< RU <R", 
6. Mod . 
6.) Mod. 


dE 


IV 


Ze _ MR' 
= 6,5 7 RR 
für Mod. — R,>R. 

In die Summe dieser Formeln ist also für M einzusetzen F/f|, ZIf"), 
Zıfi+F/f", um Ausdrücke zu erhalten gleich oder grösser als bezüglich 
dyg dy' dy' 
de ’ d= ' d« 


um @= a innerhalb desjenigen, in dem g, $, p' angenommen waren. 


die Moduln von für die Werthe x in einem Kreisringe 


Wenn man nun eine ganze rationale Funetion der Integrale No. 1 
+) und ihrer Differentialquotienten mit vorgeschriebener Annäherung zu 
berechnen hat (vgl. No. 4 III a) Schluss), so setze man g=gp+gY” und 
berechne den Theil des vorgelegten Ausdruckes, in welchem g an Stelle 
von p steht, in irgend einem Punkte eines Kreisringes um r =a als 
Mittelpunkt, in welchem Kreisringe man gemäss dem Vorhergehenden den 
übrigen Theil des Ausdruckes dureh passende Wahl der Stellenzeiger in 
len Reihen S’ in I a) dem Modul nach kleiner als eine vorgeschriebene 
beliebig kleine Grösse machen kann (vgl. Abh. Bd. 93, No. IV d)). 

b) Um den Werth des Coeffieienten e, No. 2 (1.) mit vorgeschriebener 
Annäherung zu erhalten, hat man in der Funetion f (e—.a) den gleichstelligen 
('oeffieienten zu nehmen. Dieser liefert den Werth von e, bis auf eine 
(Grösse, deren Modul gleich oder kleiner als A’n7(2)', wo A’ die in No. 2 
Il e) genannte Grösse Ist. 

Um einen Stellenzeiger v in der Reihe T No. 2 I e), der die dort 
angegebene Beschaffenheit hat, zu erhalten, sei der grösste Stellenzeiger in 
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den Reihen S gleich v, angenommen. Nimmt man dann » —  gr,. so bleibt, 
wenn » überschritten wird, der Rest der Reihe T dem Modul nach kleiner 
als eine Grösse d, welche man nach I aus B” erhält. wenn man M' statt 
S' einsetzt, & statt S”, für «e die bezüglichen Werthe aus (2.). (3.) nimmt, 


Ra ‚ r Be MR' TR I MR 
für M die Werthe RR" bezüglich RR 


Ill. Wird von den Grössen « und U in No. 1 (1.) nur voraus- 
gesetzt, dass sie in einem Kreisringe um z=a in dem Bezirke von = a 
von der Form (z-a) sind, und dass w in diesem Gebiete einwerthige. 
stetig und von Null verschieden ist, so sind dieselben Betrachtungen zur 
jereehnung der Funetionen g und der Coefficienten in deren Entwiekelung 
anwendbar, wotern sich ein Werth gleich oder grösser als der Modul von 


v und 7" in diesem Kreisringe ermitteln lässt, 


4, 
Die Fortsetzung der Integrale der zu untersuchenden Differentialgleichung 
von einem Punkte zu irgend einem anderen sei auszudrücken. 
I. Dazu ist zunächst in den Integralen der Umgang um einen 
singulären Punkt zu vollziehen. 
Es werde das Integral No. 1 (1.) 


43 ut, / de u, tt; f [ v7 Udx 


betrachtet, wo der Ausdruck U entstanden sei aus e*U, und wo U aus 


2. U (dev, 'v, - (van, dx 


für b=c hervorgeht, v, (b=1,...c) von der Form (z—a > c,(r—a 


c, von Null verschieden ist. Bei den Integrationen wird das eonstante 
Glied annullirt. Von dem Exponenten r, mögen sich g—1 unter den vor- 
hergehenden Exponenten r, nur um ganze Zahlen unterscheiden, dieselben 
seien r, bis nr, ,, wo 5, >b,>--->b,_,. Unter den « mögen p sein, 
deren Exponenten 2 in den Ausdrücken No. 1 (2.) sich von r, nur um 
ganze Zahlen unterscheiden. Die aus (2.) hervorgehenden Grössen, wenn 
an Stelle von b der heihe nach eintritt c. b,. b, bis b,_,. seien dureh 


U, U,_, bis U, bezeichnet. Werden diese Grössen mit e’“ multiplieirt statt 


U in (1.) eingesetzt, so mögen die entsprechenden Werthe von (1.) dureh 
Br 
( 
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Yoro> Yoro-ı DIS Y,;, bezeichnet sein. Wird in (1.) «,,, statt U gesetzt, und 
treten successive in abnehmender Reihenfolge an Stelle von k+1 die 
Stellenzeiger derjenigen uw, in denen die Exponenten < sich von r, um 
ganze Zahlen unterscheiden, so mögen die erhaltenen Werthe (1.) dureh 
y, bis 9, bezeichnet werden. 

a) Wenn nun Y ein Ausdruck der Form No. 1 (4.) ist, so werde 
das Resultat des Umganges um z=a dureh [Y] bezeichnet und bei dem 
Integrale / Ydx, in welchem das constante Glied in der Entwiekelung 
(Integrationseonstante) annullirt wird, das Resultat des Umganges durch 


| / Yaz| ee tat 
3.) [ / Yax]| u [irJde+ z 


wo die Integrationsconstante in /IY1lax annullirt wird, e das constante 


(Glied in der Entwickelung von [/ Yde| ist. Wenn der Exponent o in 
der Entwiekelung von Y No. 1 (4.) nicht ganzzahlig ist, so wird e gleich 
Null. Diese Formel wird successive zunächst auf das Integral (2.), dann 
auf (1.) angewandt. Die Constante e wird dadurch bestimmt, dass in der 
Entwickelung des jedesmaligen Ausdruckes / Ydx der Umgang vorgenommen 
und das eonstante Glied ermittelt wird. Es werde der Umgang in positiver 
tichtung betrachtet, derjenige in entgegengesetzter Richtung ist auf dieselbe 
Weise zu behandeln. 
Man hat 


Daher 


F'erner ist 
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(6.) I”. Sa / ar? v.da | wg‘ vv, FR ‚rv.d&x 





Daher 





RR 


EEE ee 


fm Ge 


n 


W 


@) 
d 
p 
N 


Se 
ul 
ei 


in 





Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Indem man so fortfährt, erhält man 


8) [U] = e""\U,+k_,U,,+k_,U,..+-+Kk U,!. 


g | ( 7 7—2 l o. 


an Abh. Bd. SH P- 156 als 


vo 


Die Constanten A,_, bis k,_,, , ergeben sich 


1 


ganze rationale Funetionen von 27 (nullter oder höherer Ordnung), deren 
Coeffiecienten ganze rationale Funetionen von Uonstanten in den Grössen 


\-rp+b-1 EER \rgb+1 
v,(@—4) und », (2 —a) 


und von Constanten (r—r,+a)”, wo 
r,—r, nieht ganzzahlig, a ganzzahlig ist, mit rationalen Zahleoettieienten 
sind. Dasselbe Verfahren wird nun weiter auf 1.) angewandt, wo U=eU 
ist, indem der Ausdruck (8.) gebraucht wird. Man erhält 


(9 271 


re ua 7. RPRRUGEEN SE he en 
9) Wr) = e WYorot le, Yor,-ıt kt, Hy, 


4 h ee Re NEN er 
u 3 TE a la a a ee ee De ta a bh Fan 2 ihn De a Kal " 
ENTRIES PERLE i | ET 


wo nun noch die Constanten /, bis /, zu bestimmen sind. Das zur Be- 
stimmung von /, gemäss (3.) in Betracht kommende Integral / Ydx ist 


eine Summe von Ausdrücken von der Art des Ausdruckes No. 1 (33.) für 
die positiven ganzen Zahlen n=0V bis »=s+a—l, wo s der höchste Ex- 


Kr 


ponent von log(z—a) in der Entwickelung von U, ist. In einem Ausdrucke 
No. 1 (33.) in dieser Summe, der dem Werthe z entspricht, werde der 


FREE IRRE ER ESSEN RAT 2210 


‚ dr \ , 1 a : 2° VOEERE R 
Coeftficient von (log(z—a))""' gleich / P, (Ri) gesetzt. Bei 


i n+ | mi 

} einem Umgange um 2 =a in diesem Ausdrucke ergiebt sich das eonstante 
: Glied gleich diesem Coeffieienten multiplieirt mit (27©)"''. Also wird 

2 710, 2 n y (ai) +! # dh R 5 (Ri 

PR ha n—1 72, Be 

s Es wird also jeder der Coeffieienten /, bis /, durch eine ganze rationale 
Funetion von 2zi, in welcher die Coeffieienten bestimmte Integrale sind, aus- 
; gedrückt. Dieselben werden nach No. 2 entwickelt durch eine Reihe ganzer 
rationaler Functionen gegebener Uonstanten, und der Werth dieser Integrale 
i wird nach No. 3 11 5) mit beliebig vorgeschriebener Annäherung berechnet. 
N b) Nimmt man von y,., bis y, die Entwickelungen der Form No. 1 (4.), 





setzt man diese in (9.) ein, und bildet man die Entwiekelung von [y,, 

und setzt auf beiden Seiten die Faetoren gleich hoher Potenzen von log(r—a 
einander gleich, so erhält man die Faetoren der Potenzen von log (z—a 
IN %,+,, deren Exponenten gleich oder grösser als Eins sind, homogen und 
linear dureh die Factoren der Potenzen von log(z—a) aus y,,,_, bis y, aus- 
gedrückt mit eonstanten Coeffieienten, die bekannt sind. 
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II. Es wird ferner um den Uebergang der Integrale von einem 
Punkte zu einem anderen zu vermitteln (s. III) in die Differentialgleichung 
m'e Ordnung F,(y, x) = 0 eine rationale Substitution ersten Grades = R(:) 
eingesetzt (vgl. Abh. Bd. 87, No. 1), bei welcher dem Punkt z= a im End- 
lichen der Punkt &=a' im Endlichen entsprechen soll. 

1 
a en ee | 
1-+ 7 (7—--a) 


(2—.a) 


Es ist 

an FRBNT® Ri‘ 

12.) F.y,z) = gr ) 4.9: 8). 
Diese Substitution (11.) wird in den Ausdruck No. 1 (4.) des Integrales 
No. 1 (1.) eingeführt. Dadurch geht der Ausdruck No. 1 (4.) über in 


IN0+ 
‚y 


/ £ {= { = f _ AN = ! f - AN - AN B= 
13.) E-aN Ib, (E-a)+B(E-a)log(E-a) + +P,(s-a)(log(S-a))"). 


Aus No. 1 (4.) wird zunächst hergeleitet, dass die Funetionen & in der 
Nähe von $= a, abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig sind. 
Dieselben bleiben aber abgesehen von $= a einwerthig und stetig jeden- 
falls in dem Bezirke von $=a bei der Differentialgleichung @,, (y, 5) =) 
und haben dort Entwiekelungen, die durch die Summe zweier Potenzreihen. 
von denen die eine nach Potenzen von 5—a' mit positiven, die andere mit 
negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, gegeben werden. (Abh. 
Bd. 87, No. 1; siehe auch hier 5)). Diese Entwiekelungen sind aufzustellen. 

a) Aus der Differentialgleichung @,(y, 5) = 0 leitet man eine homo- 
gene lineare Difterentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem 
C'oeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 her, welcher die Fune- 
tionen $& genügen. Dieselbe liefert für die Coefficienten von 5 eine 
eeursionsformel mit eonstanter Anzahl der Glieder, die nicht identisch 
verschwinden, (vgl. N. 2). Es ist also eine endliche Anzahl dieser Coefti- 
eienten aufzustellen. 

Kin Kreis X um z=a als Mittelpunkt in dem Bezirke von z=a 
bei F„(y, 2) =0 sei so gewählt, dass im demselben Mod. ( . (2 -a)) eh 
bleibt. Es ist 


M ide PR ) ‚ E ni 
14) 1-k(s-a) = (1-+ 2 (2—a)) 


daher ist das entsprechende Gebiet von & ein endliches, welches von einem 
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Kreise, in dem $=a' liegt, begrenzt wird (Abh. Bd. 87, No. 1). Es sind 
nun die Functionen (1-k(&-a))) “*9 und log(1—k(E- a), wo n 


zahlig und positiv, in diesem Gebiete von S einwerthig und stetig; und 


vanz- 
wenn in einer Funetion g(z—a) in No. 1 (4) für e—a sein Ausdruck 
durch $ gesetzt wird, so erhält man eine Function von &, die in demselben 
Gebiete, abgesehen von 5S=a« einwerthig und stetig ist. Demnach ist das 
Produet der drei letztgenannten Funetionen ebenso beschaffen. Eine Summe 
solcher Produete, dieselben noch multiplieirt mit Constanten €, die gleich 
e'? +»! multiplieirt mit einer ganzen rationalen Funetion von logA mit 


rationalen Zahlcoetficienten sind, bildet eine Function ?(S—a). Multiplieirt 


vr ' . (&—.a") er . . .. . . - . 
man $(S—a) mit — und integrirt über irgend einen Kreis um 


<=.«a in dem betrachteten Gebiete in positiver Richtung, so erhält man den 
Coefficienten von (S—a)' in der Reihenentwickelung von P(s—a). Man 
kann über einen solchen Kreis nach 5 integriren, der einem Kreise in der 
z-Ebene um = =a als Mittelpunkt entspricht. Führt man in dieses Integral 
de | ( k 
2 1 

dx h r h 


plieirt, so hat man nach x über einen Kreis um z-=a als Mittelpunkt in 


statt $ wieder x ein, indem man noch mit (2—-a)) multi- 


positiver Richtung zu integriren. Es werde 


En 
h 


7. [ n WA k / Ne rc4 ee / 
ı).) — ıIl—+ (.- | oe! 1-+ 
ai i) . & h er, log l h 


za )) gr—a 
gesetzt. g(x=—a) ist in dem Kreise ÄX durch eine Reihe der Form 
p i B, ; L 
—1)"hil+3ce(c-a ) 
ö l 


entwickelbar. Nun hat man das Integral in Bezug auf eine Funetion 

ee (2 — a) ’ A ' 
pa-a)ge-a)  — zu nehmen. Die Funetion g(xz—a) ist nach 
No. 1 dargestellt als eine Summe von bestimmten Integralen f(x—«a):; die- 
selben werden in einem Kreisringe in dem Kreise K genommen. Die 
Grösse unter den Integralzeichen in einem solchen Integrale wird, indem 


z—-a=R{L gesetzt ist, entwickelt durch die in No. 2 angegebene Reihe T 


oO 
Fa aie] 
. . . . 4 > . | ıL) . 4 
multiplieirt mit der dort genannten Grösse A, worin 5. weggelassen 
“nu .r 
® re . . . . 4 . . en RE 
ist. Wird diese Reihe nun in den einzelnen Gliedern mit y/RZ — 
. von „7 


multiplieirt, so bleibt dieselbe in gleichem Grade eonvergent und kann, wie 


in No. 2 angegeben ist, in den einzelnen Gliedern integrirt werden. Bei 
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der Integration «les einzelnen Grliedes fallen dann alle Integrale bis auf 
diejenigen, die £”' enthalten, aus. Man erhält also eine einfach unendliche 
eihe ganzer rationaler Funetionen der in No. 2 nach (5.) genannten Üon- 
stanten und der Uonstanten 9, h, A’, k mit rationalen Zahleoeffieienten. 
Eine Summe solcher Reihen in endlicher Anzahl stellt das oben genannte 
Integral dar. Diese letztere Reihe ist noch mit einer Constanten C zu 
multiplieiren, dann stellt eine Summe dieser Grössen in endlicher Anzahl 
den gesuchten Coefficienten von (S—-a)' in bP(i-—a) dar. 

Um den Werth des vorhin genannten Integrales mit vorgeschriebener 
Annäherung zu berechnen, hat man die in No. 3 II 5) bezeichnete ganze 
rationale Funetion von z—a und (e—-a)" f(xz-a) noch mit g(z-a) zu 
multiplieiren und den Üoeffieienten von (z—a)‘ zu nehmen, wodurch man 
den Werth erhält bis auf eine Grösse, die dem Modul nach gleich odeı 
kleiner als die dort genannte Grösse A’n(2r)’° multiplieirt mit y ist, wenn 
y ein Werth ist gleich oder grösser als Mod.g(R£). In derselben Weise. 
wie dort angegeben ist, bestimmt man dann auch einen Stellenzeiger » von 
der dort angegebenen Beschaffenheit in der Reihe T. 


b) Man kann auch e=KR(S) in das Integral No. 1 (1.) einführen, 


wodureh man 


Luz - j 
‚16. u,f deu, Ma = FB [as nr" 06, E f; u, U ae ds 
ds 


erhält. Wenn die einzelnen , 


er u, Mı / u, wdx, etc. 
der Difterentialgleichung Se x2)=(0 genügen, so müssen die aus diesen 
hervorgehenden Integrale, ın denen = = R($) gesetzt ist, 

| R dx 

18.) re re 

\ . 3 W 1 ra 1E 


die Differentialgleichung @,Yy, SD) =0 erfüllen. Diese Integrale seien in 
einem Kreise um Ss=a als Mittelpunkt genommen, in welchem «die mit 


ur = WERE Ka u... Kr 
>—a)* multiplieirten Grössen in den u, so wie —; einwerthig, stetig und 


von Null verschieden sind, die mit (S—a) und einer Potenz von log(S—a«') 
multiplieirten Grössen in U einwerthig und stetig sind. Werden die Integrale 
IS.) in dem Kreise entwickelt, so sind bei den Integrationen Constanten 
zuzufügen. Da aber aus den erhaltenen Ausdrücken auch bei beliebigen 
Integrationseonstanten sich wieder Integrale der Differentialgleichung zu- 
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sammensetzen, SO genügen die Entwiekelungen (18.), auch wenn die In- 
tegrationsconstanten jedesmal annullirt werden, der Differentialgleichung 
G,y,9=0. Nimmt man in letzteren Entwickelungen den Umgang um 
&=.a vor, so erhält nach den Betrachtungen von No. 4 I a) das Resultat 
die Form (9... Aus derselben folgen, wenn «die Integrale in dem Kreise 
auf die Form (13.) gebracht sind, die in No. 4 1 b) angegebenen Relationen. 
und aus letzteren ergiebt sich successive in derselben Weise wie bei einem 
beliebigen singulären Punkte (Abh. Bd. 75, No. Ss), dass in den Ausdrücken 
dieser Integrale von der Form (13.) die Grössen $& in dem Bezirke von 
£= a abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig sind. Durch 
die Summe solcher Integrale (18.) multiplieirt mit eonstanten Faetoren 
wird das Integral (16.) dargestellt. 

Die letzteren eonstanten Factoren kann man dadurch bestimmen, 


dass man successive die Integrale 
(18.) / u; Ud«, / deu;',u, /[ u, Udz, etc. 


entwickelt, in die Entwiekelung 2 = R(?) einführt und das constante Glied 
nach a) bestimmt. Dieses sind die gesuchten eonstanten Faetoren: dieselben 
können nur dann von Null verschieden sein, wenn die Exponenten in deı 
Entwickelung eines Integrales (19.) ganzzahlig sind (vgl. Abh. Bd. 57. No.2 11 

c) Sind die Integrale von F,y,2)=0 bei e=a regulär, so kann 
man in die Entwickelungen derselben z= R(S) einsetzen und dieselben 
auch durch andere Integrale von @,(y, &) = 0 ausdrücken, indem man die 
Gleichung (m—1)-mal differentiürt, nach den Constanten auflöst und den Grenz- 
übergang zu Ss=a bildet. s. Abh. Bd. 87, No. 2 1. 

Ill. a) Die rationale Substitution ersten Grades e = R(£) wird ange- 
wandt, um den Uebergang der Integrale der Difterentialgleichung F(y, x) = 0 
von einem singulären Punkte zu einem anderen singulären Punkte im End- 
lichen zu vermitteln, wenn diese beiden Punkte a und b in einem Kreise 
liegen, ausserhalb welches die übrigen singulären Punkte sich finden, jedoch 
dürfen ausserwesentlich singuläre Punkte der Differentialgleiehung auf oder 
in diesem Kreise liegen. Dieser Kreis wird durch 2 = R(£) eonform aut 
den Kreis in der 5—-Ebene um 5=0 als Mittelpunkt mit dem Radius |] 
abgebildet, so dass dem Punkte z=a der Punkt <=0, dem Punkte r = b 
der Punkt &=1 entspricht. Soll der Uebergang von 2=x zu einem 
Punkte x, im Endlichen vollzogen werden, der ausserhalb eines Kreises 

Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 1. Y 

















66 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


liegt, in dem die übrigen singulären Punkte (abgesehen von ausserwesent- 
lich singulären Punkten) liegen, so seien die Integrale bei e= x als Func- 


. | > 7 . yr r \ 

tionen von = — aufgestellt. Es ist (Abh. Bd. 87, No. 1, Schluss) x = u+z, 
. e “ ” E [2 l 

zu setzen, wo x, ein Punkt innerhalb dieses Kreises ist und «= ze Den 


! ! 1 * . 
Punkten = x und 2=x, entsprechen =0 und = ———, die sich 


o—L 
rüieksichtlieh der übrigen singulären Punkte in der Lage der Punkte « und 
b befinden. Wendet man nun die Substitution ! = R($) der oben angege- 
benen Beschaffenheit an, so ist 2 und x durch rationale Substitutionen erster 
Ordnung in S ausgedrückt, bei welchen den Punkten = 0 und == x, Punkte 
im Eindlichen entsprechen, so dass man auf das Vorige zurückkommt. 

In der von $ abhängenden Difterentialgleichung @,(y,S)=0 enthält 
der Kreis um S=0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgesehen von 
s=0 und S=1 keine oder höchstens ausserwesentlich singuläre Punkte, 
da einem nichtsingulären Punkte der ursprünglichen Differentialgleichung 
ein niehtsingulärer der durch. eine rationale Substitution ersten Grades 
transformirten entspricht, daher einem ausserwesentlich singulären Punkte 
der einen ein soleher der anderen. Aus den linearen Relationen zwischen 
den Funetionen, die mit Potenzen des Logarithmus in der Entwickelung 
des Integrals bei <=0 multiplieirt sind (Abh. Bd. 87, No. 1) und aus der 
Beschaffenheit der Integrale bei einem ausserwesentlich singulären Punkte 
der Differentialgleichung folgt, dass die Entwiekelung eines Integrales bei 
<=() unter der Form (13.) in dem Kreise mit dem Radius 1 gilt. Dieses 
Integral wird dureh die Integrale bei 5 = 1 linear mit constanten Coeffieienten 
ausgedrückt. Wird diese Gleichung (m—1)-mal differentürt, alsdann das 
(Gleichungssystem nach den Constanten aufgelöst, so erhält man durch die 
verebenen Entwickelungen der Integrale die Ausdrücke der Constanten in 


- 


einem niehtsingulären Punkte (Abh. Bd. 87, No. 3 (3.)). Die Differential- 
(leterminante 7 der von $ abhängenden Integrale ergiebt sich aus der 
Differentialdeterminante D der von x abhängenden Integrale in dem ent- 
sprechenden Punkte (Abh. Bd. 87, No.5 (10.)): 


m(m—1) 


Men) 7 


d£ 
In Betreff des Ausdruckes von D s. No.5 II b. Sind bei e=a und r=b 
und daher auch bei <=0 und S=1 die Integrale regulär, so kann man 
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nach Abh. Bd. 87 die Ausdrücke für die Uonstanten dadureh vereinfachen. 
dass man den Grenzübergang auf <=1 vollzieht und Reihen herstellt. die 
in diesem Punkte selbst convergiren. 

Der Uebergang von einem nichtsingulären Punkt zu einem singulären 
geschieht in derselben Weise. 

Die beliebig angenäherte Berechnung der Constanten geschieht (s. Abh. 
Bd. 91, No. 4), indem die Werthe der von x abhängenden Integrale und 
ihrer m—1 ersten Ableitungen in einem nichtsingulären Punkte in dem 
jeziike von z=a und in einem nichtsingulären Punkte in dem Bezirke 
von e=b gemäss No. 3 berechnet werden. Alsdann sind noch bei dem 
Uebergange eines bei einem niehtsingulären Punkte entwickelten Integral- 
systems zu einem anderen nichtsingulären Punkte die Constanten in den 
linearen Verbindungen der bei letzterem Punkte entwickelten Integrale zu 
berechnen, was wieder unter Anwendung einer rationalen Substitution ersten 
Grades geschieht. Bei einer Differentialgleichung, deren Integrale die ur- 
sprüngliche Differentialgleichung F,(y, x) =0 erfüllen (s. No.5 V), braucht 
man, um letztere Bereehnung durchzuführen, die neu hinzutretenden singu- 
lären Punkte, die für jene Differentialgleichung ausserwesentliche sind, nicht 
zu kennen, indem man zu dem angegebenen Zwecke die ursprüngliche 
Differentialgleichung zu Hülfe zieht nach Abh. Bd. 91, No. 4 III 5). 

b) Die Darstellung des Resultates der Fortsetzung der Integrale von 
einem Punkte zu irgend einem anderen redueirt sich auf eine Zusammen- 
setzung der Substitutionen von Uonstantensystemen, die sich nach I und 
Ill a) ergeben, wie dies in den Abh. Bd. 87, No. 6, Bd. 91. No. 4 und 
p. 345 weiter ausgeführt ist- 

IV. Wenn von den Grössen « und U in No. 1 (1.) vorausgesetzt 





wird, dass man in einem Kreise um r=a in dem Bezirke dieses Punktes 
einen Kreisring um z=a als Mittelpunkt annehmen kann, in welchem 
diese Grössen von der Form (z-a)w, die w einwerthig, stetig und von 
Null verschieden sind und die Entwickelung derselben gegeben ist. so 
bleiben die Betrachtungen aus I, Il a) und die Folgerungen aus III un- 
veändert. 
d. 

Es sei nun die Differentialgleichung F,(y, x) =0 vorgelegt, worin 

der Differentialausdruck 
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da" 
‚ationale Funetionen als Coeffieienten besitzt. 

I. Der Difterentialausdruck F,(y, x) wird nach Abh. Bd. 91, No. 8 
in canonischer Form dargestellt. Es wird also für F,(y, x) die Darstellung 
durch das System homogener linearer Differentialausdrücke mit rationalen 


(!oeffieienten eeveben 


= Bu 


» \ N f \ nn ' yp — 7 f .\ — " fa » 
=) F., Y» A J SRBOR Yı. Fa(yı, €) — Yıs . . . F\, ‚\Y,—ıs I) TE 5, F„_x(8; 2). 


welches folgende Eigenschaften besitzt. 

Werden Ditterentialgleichungen genommen, in denen normale Difte- 
rentialausdrücke mit übereinstimmenden determinirenden Factoren gleich 
Null gesetzt sind, deren Integrale F„—=0 erfüllen, so kann es von allen 
solehen Differentialgleichungen nur eine geben, welche die höchste Ordnung 
hat. Alle derartigen Differentialgleichungen von letzterer Eigenschaft mit 
unter einander verschiedenen determinirenden Factoren seien aufgestellt. Die 
Integrale derselben sind unter einander linear-unabhängig. Diese Integrale 
werden in der homogenen linearen Differentialgleiehung F.,(y, 2) =" ver- 
einigt, wo F,, durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar 
ist. Alsdann wird F,(@y, x) auf die Form 

3) Fay(y,2)=Yı, Fu(lYyı, €) 
vebracht. F,,, ist nun der erste canonische Bestandtheil von F,. Dann 
wird in derselben Weise der erste eanonische Bestandtheil von F,(y.,x 
aufgestellt. Derselbe wird der zweite canonische Bestandtheil von F\,, Fa,(yı. €). 
Dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis man zu einem Differentialausdruck 
F,_x(s, 2) von der Ordnung m—N (N 0) gelangt, bei welchem entweder 
m—-N—=( ist, so dass er sich auf s redueirt, oder der die Eigenschaft hat, 
dass in F,_x(s,2)=0 nieht mehr die Integrale einer Differentialgleichung 
in der ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt ist, enthalten 
sind. und der dann der letzte eanonische Bestandtheil von F, ist. -F., bis 
F,, sind (Abh. Bd. 91, No. 8) die normalen eanonischen Bestandtheile, 
F 
nannt worden. 


„vw, m—-N>>0, ist der niehtnormale eanonisehe Bestandtheil von F, ge- 
Die eanonische Form (2.) von F,(y, x) besteht, wie sich aus dem 

Vorigen ergiebt, nur auf eine Weise. 

Zugleich ist die Darstellung von F,(y, x) unter der Form 


+) PD, Y; 2) = $, Fa S; ET), 
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in welcher der Differentialausdruck P, durch ein System normaler Ditte- 
rentialausdrücke darstellbar ist, und die Ordnune von F,_, entweder gleich 
Null ist, oder F,_,= 0 nicht mehr die Integrale einer Differentialgleichung 
mit normalem Differentialausdrucke enthält, nur so möglich, «dass es nur 
einen Difterentialausdruck P, dieser Art giebt (N 0), und daher auch 
nur einen Difterentialausdruck F,_,(s. z). 


Das System 


9) Foaz)=y, Fan @)=yn ... Foyy-ı © 
ist also eine Darstellung des Ditferentialausdruckes P,(y, x 

Wenn ein System linear-unabhängiger Integrale einer Differential- 
sleichung durch die Integrale mehrerer Difttferentialgleichungen gebildet 
wird, in denen normale Differentialausdrücke mit von einander verschiedenen 
determinirenden Factoren gleich Null gesetzt sind, so giebt es zu der ur- 
sprüngliehen Differentialgleichung nur ein System soleher Differentialglei- 
chungen. Dieselben sind in Abh. Bd. 91, No. 9 die Hanptunterdifferential- 
gleichungen der ursprünglichen Differentialgleichung genannt worden. Indem 
also die eanonische Form (2.) von F,(y. x) hergestellt wird, werden die 
Hauptunterdifferentialgleichungen von F,,=0 bis F,,= 0 aufgestellt. 

Hier soll nun vorausgesetzt werden, dass der Ausdruck F,_,(s. # 
sich auf s redueirt. Es ist dann also F,(y, x) durch ein System normaler 
Difterentialausdrücke darstellbar. 

Nun sind die Integrale der Differentialgleichung F,(y,z)=0 zu 
untersuchen. Besteht F, nur aus einem normalen eanonischen Bestandtheile 
F.,,, so kommt diese Untersuchung auf die Betrachtung der Integrale der 
Hauptunterdifferentialgleichungen von F,,=0 hinaus. Hierüber =. Abh. 
Bd. 91, No.9 1. 

Es wird also vorausgesetzt, dass F, mehr als einen normalen cano- 
nischen Bestandtheil enthalte. 

ll. Die Integrale von F,=0 werden bei einem singnlären Punkte 
dieser Differentialgleichung e = a im Endlichen aufgestellt. 


a) Bei jedem canonischen Bestandtheile werden die Integrale (er- 


Jenigen Hauptunterdifferentialgleichungen in einer homogenen linearen Ditfe- 


rentialgleichung vereinigt, die denselben zu dem Punkte e= «a zehörenden 
determinirenden Factor enthalten (Abh. Bd. 91. No. 5 D), bei denen also in 
den determinirenden Factoren e” der normalen Ausdrücke, die Glieder in 
den rationalen Functionen W, die für = «a unendlich werden, überein- 
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stimmen. Die hierdurch erhaltenen Difterentialgleichungen (vgl. Abh. Bd. 83, 
No. 7 IV a), Bd. 91, No. 6 a)) seien bei dem rten canonischen Bestandtheile 
eo.) ur mer 


Die A, Ausdrücke F,, bis F,. sind bei @=a normale Differentialausdrücke 
mit von einander verschiedenen zu e=a gehörenden determinirenden Fac- 
toren. Die Integrale der Differentialgleichung F,, = 0, deren Ordnung durch 
c,.. bezeichnet ist, werden unter der Form aufgestellt 


FR (a) ä f „a DN—-1,,09 > Yy„eod\—1 (ra) A, vr 
.) u, [ dx(u‘ J it; /: .. / (du, 1) 4, de, (L zu. co... 4) 


(ra) \—ı 


u) =e"yl”, wo w,, gleich Null oder von der Form Fc_,(x-a)”" ist, 
1 


M 7 i x\Ffn—b-+1 4 rs \a __ nd a) 
v/’ von der Form (2 —a)‘ Sc,(2—a)‘, Mod. ,=>0. Die Exponenten 
(0) 


&, (b=1,...e,,) sind hierbei so angeordnet, dass diejenigen, welche sich nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen, und unter letzteren die 
vorhergehende einen reellen Theil hat, der nicht kleiner als der der fol- 
genden ist. In den Reihen Sc.(x-a)' in den v, ist alsdann e, = «A, und 
k, eindeutig bestimmt, ce, kann gleich 1 gesetzt werden. Diese Reihen 
eonvergiren in einem gewissen Kreise um z=a (vgl. Abh. Bd. 83, No. 9 (14.)). 
In (7.) wird die jedesmalige Integrationsconstante annullirt. Nun seien die 
Integrale der Ditterentialgleichungen F,=0, F,=0 bis F,._n =0 in einer 
Ditterentialgleichung @,._) = UV vereinigt, in welcher der Coeffieient der 
höchsten Ableitung gleich 1 ist. Werden die Integrale von F,=0 und 
G,..-n =0 in einer Ditferentialgleichung vereinigt, so sei dieselbe 
8) Gay) Pay) 0, 

in g,, ist der Coeftieient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt. Es sollen 
nun die «,, Integrale (7.) in @,._.,(y. ©) eingesetzt werden. @,._n„(e "y. x) 


sei gleich e "f(y. x) gesetzt. Dann hat man in f(y. x) die «,, Integrale 
(9) ve? Ida”) ef ig / WON dr, G=1, 2. ara) 


einzusetzen. Man erhält dadurch «,, linear-unabhängige Functionen, so 
dass man dem Resultate die Form geben kann 


(10.) f\y: X) = 6, [def f 62,0.de, (bei, ... @ya) 
wo nun die Ausdrücke der o zu bestimmen sind. Es ergiebt sich 
Bi): for”,a) = le, 
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m ER N 
Wird 9,9 "fu, x) oder 
, \ f do dloe6 A \ 
(12) fua)=0o, _ 0 —=g(u, x 


dx dx 


Kö » R m . / ‚(r ) \ ah £ 
gesetzt, so folgt, weil gay”, 2) = 0 ist, 


du dloge ve) 
(13. _ e_!I yon E a. = 
ade ) dx de 19 fi H,, L -— 4 u. 0). 


Setzt man daher in g(a, x) die Integrale (9.) für b—=2,... @, ein, so ergieht 
sich, dass wenn man in fi (uw, x) 


3 


14) v0 (ao (ende, wenn 
einsetzt. man erhält 


(15.) fiu,2) = 0 / de0,'0,/:-- / 0,.,0,d. 


Es ergiebt sich nun 
(16. 1”, 2) = 0, 


und man hat weiter mit fi(w, x) zu verfahren wie mit f(w. =) u.s.w. Vgl. 
bei diesen Untersuchungen Abh. Bd. 83, No. 7 V p. 136, No. 2 II p. 94. 
Der charakteristische Index in fy,2)=0 bei ze=« ist gleich der 
Ordnung dieser Differentialgleichung, weil die «determinirenden Factoren 
bei e=a in F, bis F,. von einander verschieden sind, und F. dureh ein 
System normaler Ausdrücke darstellbar ist, welches einem System, dureh 
das g,. dargestellt wird, ähnlieh ist. (Abh. Bd. 83, No. 7 IV a)). Daraus 
folgt weiter, dass der charakteristische Index nf=0, fi, =0, & = ete. ein 
und derselbe ist gleich der Ordnung dieser Differentialgleichungen und zwar 
ist das Anfangsglied in der Entwickelung des Coeffieienten des letzten Gliedes 
dieser Differentialgleichungen übereinstimmend, dasselbe sei K(r-—a)”., Es 
ergiebt sich daraus, dass die Exponenten n, in den Entwickelungen der o 


\ N b-+1 


u / 2 4 \ , 1 r 2 
der Form (2—.a) Sc, (z—-a)‘, Mod.c,>0, der Reihenfolge nach &—s. 
0) 2 


&—s Dis .— sind. Zugleich ergiebt sich, dass wenn man die %k ersten 
Glieder in jeder Grösse v aufgestellt hat, ferner bei den rationalen Üoetficien- 
ten in f{y, x) die k ersten Glieder in der Entwiekelung des Coeffieienten 
d’y 
de’ 
von (z-a)”'*" an gerechnet, so findet man aus denselben die A ersten Glieder 


von 9, die k ersten Glieder in der Entwiekelung des Coeffieienten von 


in jeder Grösse 0. Es genügt k=1 zu setzen, so dass aus f, fi. ete. mur 


das Anfangsglied in der Entwickelung des Coeffieienten des letzten Gliedes 
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in Betracht kommt. -Denn dadurch wird das Anfangsglied in jeder Grösse o 
bestimmt, und nun liefert die Differentialgleichung, welcher die o genügen, 
e "g.(e""o,x) = V die Entwickelungen der Grössen o eindeutig. Um nun 
diese Grössen vollständig darzustellen, werden (vgl. Abh. Bd. 91, No. 1 e)) 
die Differentialdeterminanten der Integrale 


23 G, [dxo, 0, ER (6,6% dx, (=1,... @ya) 


angewandt, wobei in den Entwickelungen der Integrale (17.) die Integrations- 
constanten annullirt werden, indem alsdann die Integrale (17.) auch die 


u 


Differentialgleichung e "g,(e "o,r) = erfüllen, da sie aus den Integralen 
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) multiplieirt mit Constanten hervor- 
oechen. Wird die Ditferentialdeterminante der b ersten Integrale (17.) durch 
D, bezeichnet, so ist 0, = u Um nun in den Differentialdeterminanten 
die Entwickelungen der Integrale (17.) darzustellen, wird aus der Ditfe- 
rentialgleichung e "g,,(e'o, x) = 0 die Differentialgleichung mit rationalen 
Coetficienten und dem Uoetfieienten der höchsten Ableitung gleich 1 her- 
geleitet (Abh. Bd. 57, No.7 I), welcher die Faetoren der Potenzen von 
log(r—a) in einer solchen Entwickelung genügen. Dieselbe liefert für die 
Coeffieienten in der Entwiekelung eines solchen Factors eine Recursions- 
formel mit constanter Anzahl der Glieder, die nicht identisch verschwinden 
vgl. No. 2). Die ersten Coefficienten bestimmt man dureh direete Ent- 
wickelung von (17.) (vgl. Abh. Bd. 83, No. 9 (23.)), Es ist nun D, von 


r a we reden | | | (b—1)b 
der Form (x -a) Fe (2-a), =&+&+:-+&— 5 


Ps 


-—-Ps, ec, von Null 
2 .. 4 f \4 . % ) . 
verschieden, und man erhält I e,(z—a)' durch eine Summe von Potenzreihen 
0 


mit positiven Exponenten dargestellt, von denen das Bildungsgesetz der Coef- 
fieienten gegeben ist. Alsdann wird 


’ . 1 SL & C, ( 
/ Q \ v2 \ -1 __ dos \ pi En M Be \a , 
18) (D)" = (z-a) al 2 z (x a)') 


Diese Reihe kann für hinreichend kleine Werthe von Mod.(@—a) nach Po- 
tenzen von z—a geordnet werden und convergirt in einem Kreise, in dem 
D,(e—a)” einwerthig, stetig und von Null verschieden ist. Ein solcher 
Kreis wird nach Abh. Bd. 91, No. 3 III bestimmt (vgl. No.315)). Es ist 
also nun die Entwiekelung von o, und 07' gegeben. 
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Die Grösse o, aus (17.) sei mit e * multiplieirt und 


(19.) eo, = Tr 
oesetzt. Dadurch erhält man als Integrale von y,,= 0 


(20.) 1? farcıy u ek; 4 F IT) dr 
(r1) 


Beia=1 ist 9„=F,. und nn” = uw 
Es sei die Ordnung des rten eanonischen Bestandtheiles F,, durch 


3, bezeichnet. Dann wird der Integralausdruck aufgestellt 


(21.) in fdnzzta fen. fer Tude, 0-1 ) 


a—t 
(22.) Tr m z\’ a I - B. 0 + h. 


0) 


in welchem 


Nun wird ferner der Integralausdruck gebildet 


(23.) u /dx a En ee u,.de, Ä ‚) 
in welchem 


(24. u,.=r., se ZzPH+b 5) rn 


7 in 
Der Integralausdruck (7.) sei durch S{” bezeichnet, dann wird die Integral- 
formel aufgestellt 


\“ fax u, inf... [deu u fdxu N E 


u: r , 
= 5 2. al, ..; 9 A, —=0)). 


(97 


N 
uud * .) 


——— nn 


in welcher die Integrationseonstanten annullirt werden. Die Integrale (25. 
sind die Integrale von F,=0 bei e=a. Dieselben sind linear- unab- 
hängig, wie sowohl aus der canonischen Form hervorgeht (vel. Abh. 
Bd. 91, No. 5 Il Schluss), als aus dem Ausdruck dieser Integrale dureh die 
Formel (23.), in welcher alsdann bei den Integrationen in der Formel (21.), 
die SY” ergiebt, noch Constanten zuzufügen sind. 

b) Die Differentialdeterminante D der Integrale (25.) ist (vel. Abh. 


Bd. 91. No. 1 (14.) und p. 341) 


26.) Deu past m= ++ +P,. 


m 9 } Et 3 
wie sich aus dem Ausdrucke der Integrale durch Formel (23.) ergiebt: die 
Gleichung (26.) besteht unabhängig davon, welche Constanten bei den Inte- 
grationen in (23.) zugefügt werden. Andererseits ist 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 1. 10 
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27) D= ef“ 


Hieraus ergiebt sich für D 


Some —q Bi-1 u. m 
(28) D = c(@-aJte(1- FE)...(1- ——) eo, 
| je: 


a, —d( 

wo w gleich Null oder von der Form F&c_, Fe "ist, die Factoren 

; 1 

—( y 2 - u ° .. . o a 
(1-2 )  (b=1,... 4-1), in denen a,(1...—1) die übrigen singulären 

dA, —d R : 

Punkte von F, = 0 im Endlichen sind, für = a den Werth 1 erhalten, U(x) 
eine rationale Funetion ist, die für e=a nicht unendlich wird, e ein con- 
stanter Factor. Dieser eonstante Factor ergiebt sich aus (26.) durch das 
Produet der Anfangscoeffieienten A, in den Ausdrücken der Grössen « der 


Form e"(@—a) Ik (c—-a), w=(0 oder von der Form $c_,(x—-a)”", k, von 
1 


0 
Null verschieden. Es ist also e eine ganze rationale Funetion dieser ge- 
sehenen Uonstanten. 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich für die Differentialgleichungen 


u (er, 

Ben. 0 FyW2)=Yy, Foay,2)=0, ete., 

deren Integrale in den Formeln (25.) enthalten sind, als Ausdruck der Diffe- 
rentialdeterminante der Integrale bezüglich 


[ıllz... tg, 


(30.) BEN 


lunt... u; 5 etc. 


I PıtPpr) 

Der eonstante Factor in diesen Differentialdeterminanten ergiebt sich also 
auch als eine ganze rationale Function gegebener Uonstanten. 

Ill. a) Die Entwickelung der Integrale (25.) ist zu bilden. 

ei den Integralen (25.) ist für jedes Integral die Grösse U in No. 1 
(1.) dureh suecessive Ausführung von Integrationen aufzustellen. Aus II 
wird die Ditterentialeleichung für U entnommen, in dieser ist ein bei z=a 
normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt. Ist dieselbe w(y, x) = 0 
und ist der determinirende Factor bei z=a in vw gleich e*, so ist e”"w(e"y, 2) = 0 
die Difterentialgleichung mit dem eharakteristischen Index bei e=a gleich 
Null, weleher, wenn U=e“U gesetzt wird, U genügt. Aus dieser Diffe- 
rentialgleichung wird nach Abh. Bd. 57, No. 7 I eine Differentialgleichung 
mit rationalen Coetfiecienten und dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 hergeleitet, die bei e=a den charakteristischen Index gleich Null 
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hat, der die Functionen 4,(@—-a) in No. 1 (3.) genügen. Dieselbe dient 
zur Darstellung dieser Functionen, die in dem Bezirke von 2 =a bei 
e"w(e‘y,2)=0 einwerthig und stetig bleiben. 
Es werde nun folgende Benennung eingeführt. 
Für einen Ausdruck der Form 
31) (ze-a) 


p 
wo g und w Funetionen von x sind, die in einem Gebiete um 2 = a abee- 
sehen von diesem Punkte einwerthig und stetig sind (w auch «leich 1 sein 
kann) werde die Bezeichnung Elementarintegral angewandt. Der Ausdruck 


(32) zıfaarz'z, f...[ult.de, eu 


worin 7, (a=]1,... ») Elementarintegral ist, heisse ein System von Ele- 
menlarintegralen T,, T, bis 7,, die Grössen r,, r, bis 7, heissen die Bestand- 
theile des Systems. Unter der Form (32.) bestehen die Integrale bei einem 
beliebigen singulären Punkte einer homogenen linearen Differentialgleichung, 
deren Coeffiecienten bei e=a abgesehen von diesem Punkte einwerthig und 
stetig sind (vgl. No.1 III). 

Hat ein Elementarintegral den Ausdruck 

(33.) (z-a)e"y(z—a), 

wo w gleich Null oder von der Form Fc_,(r—a)"* ist, z von der Form 

- 


I. r . . a) 
>c,(2x—a)‘, c, von Null verschieden, so werde dasselbe ein »ormales Ele- 
() 


mentarintegral genannt, und wenn @ = ist, ein requläres Elementarintegral. 
e" heisse der determinirende Factor, r der Exrponent des normalen KElementar- 
integrales. 

Ein Integral (23.) oder (25.) ist also ein System normaler Elementar- 
integrale. In einem Systeme normaler Elementarintegrale seien, indem die 
Integrationsconstanten annullirt werden, die Integrationen suecessive ausge- 
führt, so lange je zwei auf einander folgende Elementarintegrale 7, und 7 _, 
die determinirenden Faetoren übereinstimmend haben, bis man auf einen 
Ausdruck wie No. 1 (1.) gelangt, oder, wenn in dieser Weise alle Inte- 
grationen ausgeführt sind, auf einen Ausdruck wie No. 1 (3... Wenn nun 
in dem hierdurch erhaltenen Ausdruck No. 1 (1.) der Exponent o in U 
sich von einem der Exponenten in den vorhergehenden normalen Ele- 
mentarintegralen nicht um eine ganze Zahl unterscheidet, oder wenn man 
10* 
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auf den Ausdruck No. 1 (3.) gelangt ist, so werde von dem ursprünglichen 
Systeme normaler Elementarintegrale gesagt, dasselbe enthalte den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandtheiles einstellig. Wenn aber in dem Aus- 
drucke No.1 (1.) der Exponent o sich von dem Exponenten in einem oder 
mehreren der vorhergehenden Elementarinterrale nur um eine ganze Zahl 
unterscheidet, so werde gesagt, das ursprüngliche System normaler Ele- 
mentarintegrale enthalte den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles 
mehrstellig. Unter Gruppenexponenten ist hier jede beliebige Grösse ver- 
standen, die sich von dem Exponenten ge nur um eine ganze Zahl unterscheidet. 
Diese Bezeichnung entspricht der in Abh. Bd. 91, No. 5 angenommenen, wo 
von einem Systeme bei e=a normaler Differentialausdrücke, welches auf 
die Form gebracht ist, in der zwei auf einander folgende determinirende Fac- 
toren bei e=a nicht übereinstimmen, gesagt ist, dasselbe enthalte den 
Gruppenexponenten o einstellig, wenn von den Exponentengleichungen, welche 
den bei 2=a regulären Ausdrücken in den einzelnen bei z=a«a normalen 
Bestandtheilen des Systems entsprechen, nur die zu dem letzten Bestand- 
theile gehörende Gleichung Wurzeln enthält, die sich von ge um ganze Zahlen 
unterscheiden. Im anderen Falle ist zu sagen, das System bei 2=a nor- 
maler Differentialausdrücke enthalte den Gruppenexponenten mehrstellig. 

Wenn nun ein System normaler Elementarintegrale (25.) den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandtheiles einstellig enthält, so kommt zur Dar- 
stellung des entsprechenden Ausdruckes No. 1 (1.) nur die Formel No. 1 
(14.) zur Anwendung. Die höchste Potenz des Logarithmus von z—a, die 
mit nieht verschwindendem Coeffteienten in U No. 1 (3.) vorkommt, bleibt 
dann auch die höchste Potenz des Logarithmus mit nieht verschwindendem 
Coeffieienten in der Entwickelung von No.1 (1.). Dieser Coeffieient wird 
nämlich 


(34.) u fdrur'u, ET e (2a) y, (2 -a)dx. 


Wenn ein System normaler Elementarintegrale (25.) den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandtheiles mehrstellig enthält, so wird der ent- 
sprechende Ausdruck No. 1 (1.) unter Anwendung der Formeln No. 1 (14.) 
und (33.) dargestellt. Die höchste Potenz des Logarithmus von ze—a mit 
nicht verschwindendem Coeffieienten in der Entwiekelung von No.1 (1.) 


kann nicht niedriger sein als die in U, wie sich durch Division mit den 
« und Differentiation ergiebt. Weiteres hierüber in d). 





RE EN BER are ER rt. rn 


‚a ie PEN ERDE RR, 
Sr IRRE 


BEN 


ie FF N 





Ü. 


M, 
d 


u 





EOTROLN 1 BITVeReN? 


EN 


a 


Pa 


a 


SIR 73 Gazl ge: 
VB ET ar 
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Nachdem die Integrale (25.) durch die Formeln aus No. 1 dargestellt 
sind, erfolgt aus dieser Darstellung die Entwiekelung unter der Form No. 1 
(4.) so, wie in No. 2 angegeben ist. 

b) Der Umgang um z=a sei in einem System normaler Elementar- 
integrale (25.) vorzunehmen. Man erhält nach No.4 I das hesultat ausge- 
drückt als lineare Function mit eonstanten Coeifieienten von den aus dem 
ursprünglichen System hervorgehenden Systemen normaler Elementarinte- 
orale, die mit einem der vorhergehenden Bestandtheile endigen, in welchem 
der Gruppenexponent derselbe ist wie in dem letzten Bestandtheile des w 
sprüngliehen Systems. Diese constanten Coetficienten haben die Form e 
multiplieirt mit einer ganzen rationalen Funetion von 2ri. Die Coeltieien 
ten in letzterer Funetion werden, wenn das betrachtete System (25.) den 
Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles einstellig enthält, ganze ratio 


nale Ausdrücke gegebener Constanten No.4+ 1 (S.), sonst werden dieselben 


vemäss No.4 1 (12.) ausgedrückt. 


Nun können in den gefundenen linearen Ausdruck mit eonstanten 
Coeffieienten als Funetionen Integrale aus (23.), in denen die Integrations- 
constanten annullirt sind, eingehen. Dann sind diese Integrale noch durch 
Integrale aus (25.) auszudrücken. 

Letzteres kommt darauf hinaus, die Integrale (21.), wenn in diesen 
die Integrationseonstanten annullirt werden, durch die Integrale (7.) SU» 
auszudrücken. Zu dem Zwecke werden zunächst in dem Ausdrucke eines 
Integrales (7.) S{” dureh Integrale (21.) die eonstanten Coeffieienten be- 
stimmt. Ein Integral SU» ist gleich e””Y, wo Y das Integral (9.) ist. Die 
Entwickelung von Y wird in (10.) eingesetzt, und man hat, um die Inte- 
grationseonstanten auf der rechten Seite zu bestimmen, durch die Grössen 
o, bis o, successive zu dividiren, alsdann zu differentiiren und vor jeder 
Differentiation das eonstante Glied in dem erhaltenen Ausdrucke links zu 
bestimmen. Dasselbe kann nur dann von Null verschieden werden, wenn 
der Gruppenexponent in der jedesmal vorliegenden Entwiekelung ganzzahli« 
ist. Diese Integrationsconstanten in (10.) sind ganze rationale Ausdrücke 
gegebener Uonstanten. Dieselben werden die Integrationseonstanten in den 


=ı—1l 
Integralen (20.) und daher in den Integralen (21.) bei = FE «td, 


c=u 


(d=1,...b). Es sind dann die Integrationsconstanten in den vorhergehen- 


den Integralen (21.) zu bestimmen. Die Integrale von F,=0 bis F._n = 0. 
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s <a, aus II a) seien in der Differentialgleichung @,,_,=0 vereinigt. Wird 
dann das Integral e’'Y in @,._,(y, x) eingesetzt, so ist das Resultat gleich 
dem Theile von (21.), der mit den Integralen (20.), nachdem in diesen s 
an Stelle von a eingesetzt ist, beginnt. Um nun in letzteren Integralen die 
Integrationseonstanten zu bestimmen, ist wieder successive durch die 7 zu 
dividiren und zu differentiiren und das jedesmalige constante Glied in der 
Entwickelung zu bestimmen. 

Diese Constante wird nach No. 2 (1.) durch ein bestimmtes Integral aus- 
gedrückt, welches nach No. 3 berechnet werden kann. Auf diese Weise er- 
hält man die Constanten in dem Ausdrucke eines Integrales (7.) SY” durch 
die Integrale (21.) von I= 8 0,41 an bis /= 1. In diesen Ausdruck 
können nur diejenigen Integrale (21.) eingehen, in denen der Gruppen- 
exponent des letzten Bestandtheiles derselbe ist, wie in dem betrachteten 
Integrale (7.). Der Coeffieient des letzten Integrales (21.) bei 7= = at b 
ist gleich 1. Man erhält daher auch umgekehrt dieses Integral ausgedrückt 
durch die vorhergehenden in (21.) und durch das Integral (7.) SY”. Die 
vorhergehenden Integrale in (21.) werden nun auf dieselbe Weise behandelt, 
und es wird auf diese Weise schliesslich jedes der Integrale (21.) ausge- 
TE 5 MR 
d=h,...o 


ii 


drückt durch Integrale (7.) 85° ‚ deren Entwickelungen den- 


selben Gruppenexponenten enthalten wie das Integral (21.). 

Es ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, wenn ein System normaler 
Klementarintegrale (25.) den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles 
einstellig enthält, und ein Umgang um r=a vollzogen wird, dass die Con- 
stanten in den ganzen rationalen Funetionen von 2ri, welche Funetionen 
mit einer Grösse e’” multiplieirt die Coefficienten in dem linearen Ausdruck 
von Integralen (25.), dem Resultate des Umganges. darstellen, immer ganze 
rationale Ausdrücke gegebener Constanten werden. Enthält ein System nor- 
maler Elementarintegrale (25.) den Gruppenexponenten des letzten Bestand- 
theiles mehrstelüig, so werden die genannten Constanten dadurch ausgedrückt. 
dass Funetionen unter demselben Integralzeichen vereinigt werden, alsdann 
ein solches Integral nach No. 2 durch eine Reihe ganzer rationaler Func- 
tionen gegebener Constanten dargestellt wird. Dasselbe kann nach No. 3 be- 
rechnet werden. 


Wenn bei einem Integral (25.) der Umgang um == a vollzogen ist 
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und das Resultat linear mit constanten Coeffieienten dureh die vorhergehenden 
Integrale (25.) ausgedrückt ist, die bei der Entwiekelung unter der Form 
No. 1 (4.) denselben Gruppenexponenten enthalten, so erhält man nach 
No.4 15) die Funetionen p,(z—a), a>1 in dem Ausdrucke No. 1 (4.) jenes 
Integrales linear und homogen mit bekannten constanten Coefftieienten dureh 
die Funetionen 9 in den Ausdrücken der Form No. 1 (4.) der genannten 
vorhergehenden Integrale (25.) dargestellt. 

c) In den Hauptunterdifferentialgleichungen eines eanonischen Be- 
standtheiles von F,=0 sind normale Differentialausdrücke gleich Null ge- 
setzt; es werde der in jedem solchen normalen Ausdruck enthaltene regru- 
läre Ausdruck herausgenommen, und es sei die Exponentengleichung des- 
selben bei e=a aufgestellt. Die Wurzeln dieser Exponentengleichungen 
bei z2=a aus den Hauptunterdifferentialgleichungen eines und desselben 
:anonischen Bestandtheiles seien zusammengestellt. Es werde nun der Fall 
betrachtet, wo das System der canonischen Bestandtheile (5.) von F,, die 
Beschaffenheit hat, dass bei e=a eine der genannten Wurzeln bei einem 
canonischen Bestandtheile sich von einer bei einem anderen canonischen 
Bestandtheile nicht um eine ganze Zahl unterscheidet. 

Werden gemäss Il a) bei einem canonischen Bestandtheile die Integrale 
derjenigen Hauptunterdifferentialgleichungen, die denselben determinirenden 
Factor bei r=a enthalten, in einer Differentialgleichung F,, = 0 vereinigt, 
so unterscheiden sich die Wurzeln der Exponentengleichung des bei 2 = a 
regulären Ausdruckes, welcher zu F,, gehört, nur um ganze Zahlen von den 
Wurzeln der Exponentengleichungen bei r= «a der regulären Ausdrücke, 
die zu den genannten Hauptunterdifferentialgleichungen gehören. Und ebenso 
unterscheiden sich die Wurzeln der Exponentengleiehung der Difterential- 
gleichung e "F,,(e"y, x) = 0 bei x = a von denen der Exponentengleichung 
der Differentialgleichung e "y,(e""y. x) =V in Il a) nur um ganze Zahlen 
(Abh. Bd. 83, No. 7 IV a)). 

Es ergiebt sich demnach, dass unter der gemachten Voraussetzung 
jedes System normaler Elementarintegrale (25.) den Gruppenexponenten 
des letzten Bestandtheiles einstellig enthält. (Vgl. Abh. Bd. 91, No. 9 II b 
Schluss.) Bei dem Umgange um z=a ergiebt sich das Resultat unmittel- 
bar durch Integrale (25.) ausgedrückt. 


Die vorhin genannte Bedingung sei dahin abgeändert, dass in den 
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Differentialgleichungen F,.= 0 und F,,nı = 0 in II die determinirenden 
aetoren bei x = a übereinstimmen, oder wenn in diesem Falle F,,;.„ı gleich 
einem eanonischen Bestandtheile ist, dass auch in F,.;„ı = 0 derselbe deter- 
minirende Factor enthalten ist, u. s. w., und dass Wurzeln der zu den ent- 
sprechenden bei 2 = a regulären Ausdrücken gehörenden Exponentengleichun- 
sen sich von einer Gleiehung zur anderen um ganze Zahlen unterscheiden 
dürfen, während im Uebrigen die vorige Bedingung bleibt. Alsdann enthält 
auch noch jedes System normaler Elementarintegrale (25.) den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandtheiles einstellig. 

d) Wenn ein System normaler Elementarintegrale (25.) den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandtheiles mehrstellig enthält und man dem 
Integrale die Form No. 1 (1.) gegeben hat, so geht aus derselben in Bezug 
auf die höchste Potenz des Logarithmus mit von Null verschiedenem Coef- 
fiecienten in der Entwiekelung No. 1 (4.) zunächst hervor, dass dieselbe 
nicht niedriger sein kann, als die in U (vgl. a)). Letztere sei gleich s, 
und es mögen unter den normalen Elementarintegralen, die in dem Ausdrucke 
No. 1 (1.) vor U vorausgehen, p sein, die denselben Gruppenexponenten 
enthalten wie U. Stellt man nun das Integral No. 1 (1.) durch die Formeln 
von No. 1 dar, so ist die höchste Potenz des Logarithmus, die formell ein- 
geht, p-+s. Die Grösse, die mit dieser Potenz des Logarithmus multiplieirt 
ist, besteht aus einem Produet von Constanten der Form des Coefficienten 
von (log(e—a))"*' in No. 1 (33.) multiplieirt mit einer von Null ver- 
schiedenen Funetion. Will man untersuchen, welches die höchste Potenz 
des Logarithmus mit von Null verschiedenem Coefficienten ist, so ergiebt sich 
zunächst, damit dieses die (p+s)'® sei, dass keine der genannten Uonstanten 
verschwinden darf. Um, falls keine dieser Constanten verschwindet, dieses 
nachzuweisen, oder um von einer nicht versehwindenden Funetion, die mit 
einer Potenz des Logarithmus multiplieirt ist, zu zeigen, dass sich in der 
Entwiekelung derselben von Null verschiedene Coeffieienten finden, verfährt 
man unter Anwendung der Methoden von No. 3, wie in No. 6 ce) angegeben 
ist. Man kann aber ferner, wenn es in (25.) Systeme normaler Elementar- 
integrale, die den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles mehrstellig 
enthalten, giebt, um zu erfahren, welches in einer Gruppe von Integralen 
von F,(y. x) = 0 mit demselben Gruppenexponenten o in den Entwickelungen 
No. 1 (4) die höchste Potenz des Logarithmus mit nicht verschwindendem 
Coeffieienten ist, speeiell ob eine solche Gruppe von Logarithmen frei ist, 
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J. 


zusehen, ob sich aus F,(y, x) solche Systeme bei ır = a normaler Differential- 
ausdrücke herleiten lassen, welche den Gruppenexponenten o einstellig 
(vgl. a)) enthalten und gleich Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, 
deren Integrale F,= 0 erfüllen und welche die Integrale mit den Gruppen- 
exponenten oe in erforderliceher Anzahl geben. Hierzu dienen die Unter- 
suchungen in Abh. Bd. 91, No. 5, 6 I. und 9 II. e). Dieselben stützen sich 
auf folgende Sätze. In einem Systeme bei 2= «a normaler Differentialaus- 
drücke, welches den Gruppenexponenten o einstellig enthält (vgl. a)), ist 
der zu z=a gehörende determinirende Faetor des letzten Bestandtheiles 
der zu dem Gruppenexponenten go gehörende determinirende Factor genannt 
worden. Dann sind in Abh. Bd 91, No.5 II diese Sätze nachgewiesen: 
Es seien mehrere Systeme bei z= a normaler Ausdrücke vorhanden, F, bis 
F,, die den Gruppenexponenten 9 einstellig enthalten, bei denen die Inte- 
srale von F=0 bis F,=0 die Differentialgleichung F,(y. x) = 0 erfüllen. 
Sind die zu o gehörenden determinirenden Faectoren übereinstimmend, so 
giebt es auch ein System bei = a normaler Ausdrücke y, welches o ein- 
stellig mit demselben zugehörigen determinirenden Factor enthält, so dass 
die Integrale von gy=V F,(y, x) =V erfüllen, wo die Differentialgleichung 
y=% die linear-unabhängigen Integrale mit dem Gruppenexponenten o von 
F,=0 bis F,=0 liefert. Sind in FR =0 bis F,=0 die zu o gehörenden 
determinirenden Faetoren unter einander verschieden, so sind auch die aus 
diesen Differentialgleichungen hervorgehenden Integrale mit dem Gruppen- 
exponenten g linear-unabhängig. Der Differentialausdruck Y ist dann nach 


»'8 


den Angaben von Abh. Bd. 91, No. 9 II e) zu suchen. 


IV. Die Integrale von F,„=V sind bei v=x zu entwickeln. Zu 
dem Zwecke wird in der Differentialgleichung 2 = —- gesetzt, und es werden 


die Integrale bei 2=0 entwickelt. 
Ks wird 
35) FE) = ( 
3.) Fat) = (-F) FW; d, 
> ei — (14 4; FE ) UP, u RE 5 N wir / 
Br "Fl y.t F.(y, t 


4 
gesetzt. Alsdann ergiebt sich aus der eanonischen Form (5.) von F,(y. x 
die Darstellung für F,@, Ö: 

we) idea hd ee rn). 
Wenn die Hauptunterdifferentialgleichungen von F,,=0 f,=V bis f, =) 
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sind, die Ordnung von f,. durch y,. bezeichnet wird und 


I ’ —i rs I\Yrce pl 

(39.) f.(y; t ) . (-f) f::» t) 
sesetzt wird, so sind die Integrale von f.=0 (e=1,...s,) m F,=0 ent- 
halten, woraus folgt, da die determinirenden Factoren in f, =0 bis fi, = 0 


rc 


rentialgleichungen von F,,=0 sind. Setzt man ferner 


von einander verschieden sind, dass f,=0 (e=1,...s,) die Hauptunterldiffe- 


2 


(40.) f a 2 Au N) u fi. N), 





so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass f, =0 (e=1,... s,) die Hauptunter- 
ditterentialgleichungen von Fi, =0 sind. 

Wenn nun n F,Yy,Ü)= 0 Integrale einer Differentialgleichung, in 
der ein normaler Ausdruck gleich Null gesetzt ist, enthalten sind, so müssen 
sie auch in einer der Differentialgleiehungen fu = 0 bis fi, = 0 enthalten sein, 
wie aus den Beziehungen zwischen den Differentialgleichungen F,,(y, x) = 0 
und f,(@y, x) = 0 bis fi, (y, x) = 0 folgt. Also ist Fi,(y, ©) der erste canonische 
Bestandtheil von F,(y,). Setzt man F,(y,t) gleich 


\ 


4) FoaWD = Yn Fall d, 
so ergiebt sich in gleicher Weise, indem man £F%,(”"y,d) betrachtet, 
dass F, der erste canonische Bestandtheil von 7, ist, also der zweite von 
F, u. 8. w. 


Die Darstellung (38.) ist also die canonische Form von F,(y, t). 
Um nun die Integrale von F,=0 bei t=(0 auszudrücken, hat man (das 
im Vorigen entwickelte Verfahren anzuwenden. 

V. Es seien zu dem Zwecke, die Fortsetzung eines Integrales von 
F,y.x2)=VU nach den Angaben von No. 4 Ill auszudrücken, die linearen 
Beziehungen zwischen den Integralen bei zwei singulären Punkten von F,,(y, x) = 
darzustellen. 


Die Integrale der Ditferentialgleichung 


42.) Fu) =yu Fa = -:: Fo n2)=0 es1..n 
bei dem singulären Punkte 2=a von F,(y,x2)=0 gehen aus den Aus- 
drücken (25.) hervor, wenn in diesen r= 1, .... c gesetzt wird. Setzt man 
in 42.) 2=t', so erhält man gemäss IV die Differentialgleichung 


v 


43) Fo D=Yyn Fady, --- Fond =0. 


Es gehen also auch die Integrale dieser Differentialgleichung bei {= 0 aus 
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den für F,(y, ©) = 0, wenn t = 0 singulärer Punkt dieser Differentialgleichung 
ist, gemäss dem Schema (25.) aufgestellten Integralen hervor für r = 1. ... c. 

Nun sollen unter Anwendung der Methoden von No. 4 II und Ill 
die linearen Beziehungen zwischen den nach dem Schema (25.) ausge- 
drückten Integralen von F,(y,. x) =0 bei zwei singulären Punkten dieser 
Differentiaigleichung 2 = « und r=/, von denen einer 2 = w sein kann. 
dargestellt werden, und zwar mögen die Integrale bei e=« durch die bei 
x—=[ ausgedrückt werden. Dann ist diese Darstellung zunächst bei den 
Integralen von F.,=0 vorzunehmen. Hierauf bei denjenigen Integralen 
von Fu,(y,2)=Yyı, Foy(yı,x2)=0, in denen y, von Null verschieden ist, 
u.8s. w. Man hat daher, um die linearen Beziehungen zwischen den Inte- 
gralen, die bei den singulären Punkten von F,(y, x) = 0 entwickelt sind, zu 
erhalten,‘ diejenigen für die aus diesen Integralen hervorgehenden Integrale 
der Differentialgleichungen (42.) bei c=1,... vr zu bestimmen. Singuläre 
Punkte einer Differentialgleichung (42.), die nicht in F,= 0 vorkommen, 
werden durch die Zerlegung von F, bekannt (vgl. Abh. Bd. 91 p. 175). Die 
Differentialdeterminante der Integrale von (42.) ergiebt sich aus deren Aus- 
drücken bei den singulären Punkten. (Ist nur F,, vorhanden, so kommt 
nur der constante Factor e (28.) in den Hauptunterdifferentialgleichungen 
bei den singulären Punkten von F„= 0 in Betracht.) Zur Berechnung der 
Constanten wird nach No.4 HI F,=0 zu Hülfe gezogen: die Bereehnung 


j dw R h 
von e, S= + /(p- _- )de, in dem Bezirke von z=a in (28.), 


dx —a 
30.) geschieht (vgl. p. 57) nach Abh. Bd. 91, No. 3 p. 107. 


Ö. 

l. Um einen Differentialausdruck zu bilden, dessen eanonische Form 
(s. No.5 D) eine beliebig vorgeschriebene Anzahl eanonischer Bestandtheile 
enthält, kann man in folgender Weise verfahren. 

a) Wenn man bereits eine eanonische Form von s—1 normalen ca- 
nonischen Bestandtheilen hat 

1) Faoz)=y, Fays@)=Y4, --: Fon? 
und wenn ferner 


(ON 5 AR; 2 
(2) Fon Y-n 2) =Y-n FoWı-ı, a 


7 


ein System von zwei eanonischen Bestandtheilen F,_,, und F,, bildet. so 
11* 
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hat auch der Differentialausdruck 

3) Fa d)=Yy, Foays&)=Yy, --- Fon Yn 2) =Y-ı FoaWı-ı, ©) 
die eanonische Form mit den eanonischen Bestandtheilen F., bis F.,. Der 
Ausdruck F,, kann dabei normaler oder nichtnormaler canonischer Bestand- 
theil sein. 

Denn es sei der durch das System (1.) dargestellte Differentialaus- 
druck durch f;(y, x), der durch das System (3.) gegebene durch F,(y, ©) 
bezeichnet. Wenn nun die Integrale einer Differentialgleichung Y(y, x) = 0 
mit normalem Ausdrucke g F,=0 erfüllen, so müssen sie auch £=0 er- 
füllen. Erfüllen nämlich nicht alle Integrale von y(y, x) =0 die Diffe- 
rentialgleichung f;= 0, so kann man y zerlegen (vgl. Abh. Bd. 83, No. 2 II) 
in das System der Ausdrücke 9,(y, 2) =yı, p(yı,r), wo 9, =0 die ge- 
meinschaftlichen Integrale von 9=0 und 5 =0 enthält, %, auch nullter 
Ordnung sein könnte, und y,, wenn es höherer als nullter Ordnung ist, und 
y, normale Ausdrücke mit dem determinirenden Factor von g sind. Die 
Integrale von 9, = 0 müssen dann auch eine der Hauptunterdifferential- 
gleichungen von F.,,= 0 erfüllen. Werden nun die Integrale von = 0 
und der Differentialgleichung 

4) Fo 2)=y, Fayı,s2)=yn + Fon, 2)=0 
in einer Differentialgleichung vereinigt, so erhält dieselbe die Form (Abh. 
Bd. 83, No.7 IV a)) 

9) Fo 2) = 4 Fayı 2) = Yo +. Fand) Yon ey) = 0, 
wo g, ein normaler Differentialausdruck ist von der Ordnung und dem deter- 
minirenden Faetor von g. Die Integrale von 9,=0 können dann nicht 
die Differentialgleichung F,.,, =) erfüllen, während sie die Differential- 
sleichung F, = 9%, Fo = V erfüllen, entgegengesetzt der Voraussetzung, 
dass F,,_,, erster eanonischer Bestandtheil des Differentialausdruckes (2.) ist. 

Also müssen die Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten cano- 
nischen Bestandtheiles von F,(y. x) Integrale haben, welche die Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von F.,= 0 erfüllen. Und da die Integrale der 
letzteren Differentialgleichungen F,= 0 erfüllen, so ist also F,, erster ea- 
nonischer Bestandtheil von F,. Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass 


F ,(y,, x) erster eanoniseher Bestandtheil des Differentialausdruckes 


De L? an [N / h N Kar Y rd ie, as [' f Bi 
6.) Fays@)=y. Fayat)=yr + Font) =yn Fond 


P4 


ist, also zweiter canonischer Bestandtheil von F,, u. s. w. 
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b) Um also nach a) successive eine eanonische Form mit normalen 
eanonischen Bestandtheilen in vorgeschriebener Anzahl zu bilden, ist zu 
zeigen, wenn die Hauptunterdifferentialgleiehungen von F,_, = 0 gegeben 
sind, wie man die von F,„=0 bilden kann, so dass das System (2.) eine 
eanonische Form mit den zwei normalen eanonischen Bestandtheilen F, 
und F., wird. 

Die » Hauptunterdifferentialgleiehungen von F,_,, =0 seien dureh 


P„,„=V0 (r=1,... n) bezeichnet. Dann kann man Systeme 


A) Por) =Yy, Wr) Pony @ 
wo Z., ein normaler Ausdruck ist, mit zwei eanonisehen Bestandtheilen 
und Z,, bilden. Wenn nämlich &,, der reguläre Ausdruck in $,,, ist. so 
bilde man die Differentialgleichung 


! 


8) PoaWbr)=Yy, Zu), 
worin 2, ein unzerlegbarer normaler Differentialausdruck ist mit von 1 ver- 
schiedenem determinirenden Factor, nach den Angaben in Abh. Bd. 83. 
No.8 1, pp. 144, 145 so, dass diese Differentialgleichung nicht in die beiden 
Pn=0 und X=0 zerfällt, wo X ein Differentialausdruck von der Ord- 
nung von Zn Ist. Wenn dann (2 der determinirende Factor in & 


() 18T, SO 





wird 2,2) = 24u(42 'y, x) gesetzt. Alsdann hat das System %,, die 


verlangte Eigenschaft (vgl. Abh. Bd. 83, No. 7 III ©), IV e) (14.)). Die deter- 
minirenden Factoren in z,, (r=1,...») mögen unter einander und von denen 
in, (r=]1,...n) verschieden sein. Die Integrale von #7, =0 (r=1,..n 
sind dann unter einander linear-unabhängige (Abh. Bd. 83, No. 7 IV e)). 
Die Integrale von F,_,=0 und 7,,=0 seien vereinigt in der Differential- 
gleichung 


Fi‘ ’ 


f N — J a — 
Fr) Fs-n(Y, €) u Yıs Dry Yı, UV, 


( 


wo w.„ ein normaler Differentialausdruck von der Ordnung und dem deter- 
minirenden Faetor von 2, ist. (Abh. Bd. 83, No.7 (14.).) Die Integrale 
von vo, =0 (r=1,...n) werden in einer homogenen linearen Differential- 
gleiehung F,= 0 vereinigt. Dann hat das System 
(10) Fey @)=Yyı, Fol, *) 
die verlangte Eigenschaft. 
Denn es sei y(y, x) = 0 eine Differentialgleichung mit normalem Aus- 
drucke £, deren Integrale die Differentialgleichung F,_ ,@y. 2) = yı. F,(y. a) 0 
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erfüllen. Der determinirende Factor in g kann nicht von allen in $,, und 
Zu (r = 1... ») verschieden sein, weil sonst die Integrale von g = 0 linear- 
unabhängig von denen in ?,=0 (r=1,...n) wären (Abh. Bd. 83, No. 7 
IV e)). Wenn der determinirende Factor in p mit dem in un für r=s 
übereinstimmte, so würde ein Integral von = 0 nicht die Differentialglei- 
chung #,=0 erfüllen; da es sonst (vgl. Abh. Bd. 53, No. 2 II) eine Difte- 
rentialgleiehung mit normalem Ausdrucke und dem determinirenden Factor 
von Z., gäbe, deren Integrale 7,,=0 erfüllen, entgegengesetzt dem Um- 
stande, dass &,, erster eanonischer Bestandtheil in #,=0 ist. Vereinigte 
man nun die Integrale von g=0 und #7, =0 in einer homogenen linearen 
Differentialgleichung (Abh. Bd. 83, No. 7 (14.)), so würden die Integrale 
derselben und die der übrigen Differentialgleichungen #,,=0 (rs) von 
einander linear-unabhängig sein, und es würden sich also mehr linear-unab- 
hängige Integrale der Differentialgleichung F, = Yyı, Fs, = finden, als 
die Ordnung beträgt. Wenn der determinirende Factor in p mit dem in 
$,., übereinstimmt, und wenn die Integrale von x = OÖ nicht sämmtliech 
P.,=0 erfüllten, so könnte man die Integrale von 9=0 und F,=0 in 
einer homogenen linearen Differentialgleichung vereinigen, und es würden 
deren Integrale und die von F,,=0 (rs) wieder mehr linear-unabhängige 
Integrale von F,_y = Yı, Fi) = 0 liefern, als die Ordnung dieser Differential- 
sleichung beträgt. Also müssen die Integrale von = in einer Haupt- 
unterdifferentialgleichung von F,,_,, = 0 enthalten sein. Es ist demnach F,_,, 
erster eanonischer Bestandtheil des Difterentialausdruckes F,_,(Y, X) = Yı. 
Fo, @). 

Il. a) Wenn das Integral No. 1 (1.) gemäss Formel No. 1 (4.) ent- 
wickelt ist, und man der Entwickelung die Form (2—a)?e"”w geben kann, 
wo : gleich Null oder von der Form Sc ‚@-—a)" ist, und in vw nur 

1 
eine endliche Anzahl von Potenzen von e—a mit negativen Exponenten 
sich findet, so muss ww gleich der Grösse # in U sein. Dieses ergiebt sich 
dureh successive Division mit den Grössen « und Differentiation. Wenn 
aber irgend ein Ausdruck 


1) / de u;" uf r [ur Ude, 


der aus No. 1 (1.) dadurch entsteht, dass die « mit den Zeigern 1 bis g—1 
weggenommen sind, eine Entwiekelung besitzt, so dass, nachdem dieselbe 
auf die Form (z-a)e‘yp gebracht ist, g unendlich viele Potenzen von z—a 
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7 
mit negativen Exponenten enthält, so kann auch in der Entwickelung von 
No.1 (1.) von der Form (z-a)'e'w der Ausdruck w nieht eine endliche 
Anzahl Potenzen von e—a mit negativen Exponenten enthalten, wie sich 
dureh Division mit den « und Differentiation ergiebt. 

Um einen Ausdruck (11.) zu bilden, in dessen Entwickelung der 
vorhin genannten Form die Grösse p unendlich viele Potenzen von .r 
mit negativen Exponenten hat, kann man in dem Ausdrucke 


(12.) U, fax u; V, V = U; I... fur Udr 


Ad 


die (Grösse 


T. ; \ 
(13) u,=e"r-a)'’ ce (2 —a) 
0 n 


so nehmen, dass © von der Form Fce_,(r-—a) ', v ganzzahlig, 
l 


Null verschieden ist. Ueber die ganze Zahl » kann man dann so verfügen. 
dass die Entwickelung des Coeffieienten der höchsten Potenz von log (r- 


D— u Vol 


dl 

ı u,'V das Glied (@—-a)' enthält. Dann wird, wenn die Entwiekelung 
von (12.) auf die Form (r —a)? ep gebracht ist, der Coeffieient der höchsten 
Potenz von log(r—a) in p gleich eu, (@—a)"e “, wo c eine von Null ver- 
schiedene Constante ist. Derselbe enthält also unendlich viele Potenzen von 
v2 —a mit negativen Exponenten. (Vgl. auch Abh. Bd. 83 p. 158. 

b) Wenn man untersuchen will, ob, nachdem die Entwickelung No. 1 
(4.) des Integrales No.1 (1.) die Form (2 —a)' e'w erhalten hat, sich in w 
unendlich viele Potenzen von z— a mit negativen Exponenten finden, so hat 
man in folgender Weise zu verfahren. 

Für die Factoren der Potenzen von log(r—a) in (r—a)ıw kann 
man aus der ursprünglichen Differentialgleichung eine homogene lineare 
Ditferentialgleichung mit rationalen Coeffieienten und dem Coetfieienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 herleiten (vgl. No. 2). Dieselbe hat bei ra 
eine Exponentengleichung, unter deren Wurzeln sich solche finden, die sich 
von o in (e—a)w nur um ganze Zahlen unterscheiden (Abh. Bd. 87, No. X 
Ill d), Abh. Bd. 91, No.1e)). Diejenige, deren reeller 'T'heil am kleinsten 
ist, sei o. Es sei (er -a)'y der Faetor einer Potenz von log(r —a) in 
(e—-a)w. Wird aus der vorigen Differentialgleichung diejenige für (e—a) X 
hergeleitet, so enthält deren Exponentengleichung von ganzzahligen Wurzeln 
nur solche, die gleich oder grösser als Null sind. Wenn dann die Ent- 


wickelung von (z—a)'”*y nur eine endliche Anzahl Potenzen von  —a 
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mit negativen Exponenten enthalten soll, so kann dieselbe überhaupt keine 
solehe Potenz enthalten. Nun ergiebt sich aus der Differentialgleichung 
eine nicht identisch verschwindende Reeursionsformel (vgl. No. 2) für die 
Coefficienten e, der Potenzen e,(z—a)' in dieser Entwiekelung mit con- 
stanter Anzahl o+1 der Glieder e,,, bis &;ı-.. Die niedrigste ganze Zahl 
k, für welehe der Coeffieient von e,,,_, in der Reeursionsformel verschwindet, 
sei #. Damit die Entwickelung nun unendlich viele Potenzen mit negativen 
Exponenten enthält, ist nothwendig und hinreichend, wenn 2+1—-0<—o 
ist. dass einer der Coeffieienten e, bis e,,,_, von Null verschieden ist; wenn 
z+1-—-0—0 ist, so wie wenn der Coeffieient von e,,,_, nicht für eine 
sanze Zahl verschwindet, dass einer der Coeffieienten e_, bis e_, von Null 
verschieden ist. | 

c) Um von einer Entwickelung durch eine Potenzreihe, für welche 
eine Reecursionsformel der Coeffieienten mit eonstanter Anzahl der Glieder 
besteht, falls diese Entwickelung nieht verschwindet, letztere Eigenschaft 
nachzuweisen, hat man von einer endlichen Anzahl Coeffieienten zu zeigen. 
dass wenigstens einer nieht verschwindet. Der Nachweis, dass ein Üoet- 
fieient e von Null verschieden ist, geschieht dadurch, dass man ce = c+e 
setzt und unter Anwendung der Methoden von No. 3 einen derartig an c an- 
senäherten Werth e zu berechnen sucht, bei welchem sich Mod. ec” < Mod. e' 
ergiebt. Hat man einen Werth « gefunden, so dass Mod.e >« ist, uni 


r ; | a r a—P 
nimmt man 0<- 5 <Ze, so kann man zugleich einen Werth e<Z —.— angeben 


so beschaffen, dass, wenn man Mod.e’ <_ e setzt und demgemäss ec’ berechnet, 
sich Mod.e > P ergiebt, da Mod.e > ae —e > P+e ist. 


ar 


l. 

Bei der Behandlung der hier integrirten homogenen linearen Diffe- 
rentialgleiehungen mit rationalen Coefficienten treten algebraische Aufgaben 
auf, die im Folgenden näher untersucht sind. 

l. Bei einer Exponentengleichung sind die Wurzeln in Gruppen 
solcher, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, zu trennen. Demnach 
soll bei einer algebraischen Gleichung die Zerlegung des Gleichungspolynoms 
in ganze rationale Faetoren vorgenommen werden, aus denen diese Gruppen 
hervorgehen, und die zu Coeffieienten rationale Ausdrücke der ursprüng- 
lichen Coeffieienten mit rationalen Zahleoeffieienten haben. 
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Aus dem ursprünglichen Gleichungspolynom sei dasjenige hergeleitet, 
welches gleich Null gesetzt eine Gleichung giebt, deren Wurzeln die ver- 
sehiedenen der ursprünglichen Gleichung sind, jede einfach genommen. Das- 
selbe sei y(2). Wenn der Gleichung y(xz)=0, in welcher das höchste 
Glied x sei, die Wurzeln ©, und z,+n» genügen, wo » ganzzahlig und von 
Null verschieden ist, und man 

(1) glatn) = g(z)+ng (z)+ 54 (z)-+-- 


setzt, so genügen diese Werthe x, und » auch der Gleichung 


— 


, u? N oo. 
>) (2-1 a RE En 
(2.) pla)t+z5P (a tl), 


N 
\ 


Das Polynom in (2.) sei durch z(x@,n) bezeichnet. Die Wurzeln von 
y(z) =) seien o, bis ao. Wird alsdann das Produet 

3.) za, n)x(0.,n)...2(0,,n) = P(n 
aufgestellt, so ergiebt dasselbe ein Polynom von » des Grades ala—| 
dessen Coeflieienten als symmetrische Verbindungen der Wurzeln von p(x 


sich als ganze rationale Ausdrücke der Üoetficienten von 


0) 
Pi ergeben. 
Es sind nun die von Null verschiedenen ganzen Zahlen » zu ermitteln, die 
P(n)=0 erfüllen. Dieses sind diejenigen ganzen Zahlen, um welche zwei 
Wurzeln von (x) =0 sich unterscheiden. Es genügt die positiven Werthe 
von » zu nehmen. 

jei einem der gefundenen positiven Werthe von » ist 


st nun der 
grösste gemeinschaftliche 'Theiler zwischen z(r,n») und (x) aufzustellen, 


der dann auch der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen y(z+n) und 
v(x) ist. Derselbe sei w(xr), so muss auch w(2—n) Tlheiler von (x) sein. 


Haben w(x) und w(=z—n) keinen gemeinschaftlichen 'Theiler, so ist y{r 
durch v(e)w(e—n)=w(x) theilbar. Haben w(z' 


meinschaftlichen 'T'heiler, so sei der grösste gemeinschaftliche Thheiler dureh 
\ 


o(x) bezeichnet. Dann ist eine ganze rationale Darstellune w(z 


w(r)b(r—n : | A 
rs ) zu ermitteln von der Beschaffenheit, dass w(r 


und w(e—n) einen 


VOR - 
x 


von 


in derselben 
durch ein Product 4,(@)%(x)...4(x) & 


egeben ist, wo die 4 ganze rationale 
Funetionen sind, und dass alsdann in o (x) 


sich auch die Faetoren A, (2—.n). 

,,(a—n) bis A, (a—n) von w(e—n) finden. Factoren aus w(x), deren Pro- 

duet e(z) ist, stimmen dabei mit Factoren aus w(r—n) überein und kommen 

in o(x) nur einmal vor. Setzt man dann y(x) = w(r)u(@), so machen 
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zwei Wurzeln von y(z)=0, die sich um » unterscheiden, zwei Factoren 
von p(x) gleich Null, von denen der eine aus dem anderen dadurch her- 
vorgeht, dass 2 —n an die Stelle von x tritt, und nur diese beiden Factoren, 
da (x) = 0 einfache Wurzeln besitzt. 

v(a)w(e—n) 

e(«) 

zusuchen. o(zx) ist der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen w(r) 
und w(e—n), daher muss auch o(x-+») Theiler von w(x) sein. Haben 
o(r) und e(x-+n) keinen gemeinschaftlichen Theiler, so wird 


(4) va) = e@)eletn)rl@), 


5.) wlan) = e(r—n)o(r)r(e—n). 


Es ist nun die bezeichnete Darstellung w(x) von auf- 


Daher ergiebt sich 
(6.) wlz) = e(r—n)o(r)o(a+n)r(e—n)v(e). 
Haben o(x) und o(r-+n) einen gemeinschaftlichen Thheiler, so sei der grösste 


o(z)o(xc+n) 
&(z) 


—=o(x) sein sollte. Es 


eemeinschaftliche Theiler S(r). Es bleibt dann übrig von eine 


re) 
(=) 
muss auch SG@e—n) Theiler von o(x) sein, und man hat nun in derselben 
Weise wie vorhin bei w(x) weiter fortzufahren. 
Es sei also nun px) durch w(r)u(x) bei einem bestimmten Werthe 
von » so dargestellt, dass &(x) die oben angegebene Beschaffenheit hat. 


Darstellung zu geben, wie die von 


Diese Zerlegung von p(x) wird bei jedem der gefundenen positiven ganz- 
zahligen Werthe » vorgenommen. Zngleich wird g(x) durch das Produet 
der Polynome dargestellt, von denen das einzelne die gleich vielfach vor- 
kommenden linearen Faetoren des ursprünglichen Gleichungspolynomes ein- 
fach enthält. Wenn man nun diese verschiedenen Zerlegungen von (x) 
vorgenommen hat, so sind dieselben in einer Darstellung zusammenzufassen. 
Nimmt man zwei Zerlegungen heraus, so ist bei jedem Factor der einen 
Zerlegung und jedem der anderen zuzusehen, ob sich für beide Faectoren 
ein gemeinschatftlicher Theiler findet. Die Zerlegung eines Polynomes von 
x zieht dabei die Zerlegung derjenigen Polynome nach sich, die aus jenem 
durch Vertauschung von x mit z-+s, wo s eine ganze Zahl ist, ent- 
stehen. Man bildet auf diese Weise zunächst eine Zerlegung von y, die 
zwei der vorhergehenden Zerlegungen enthält; mit dieser Zerlegung und 
einer dritten vorhergehenden eine solche, welche diese umfasst, bis man 
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. schliesslich eine Zerlegung von g hergestellt hat, welche alle vorhergehen- 
h den enthält. 


Aus dieser Darstellung von g(x) sind diejenigen Factoren heraus- 
3 zunehmen, von denen nicht je zwei sich dadurch unterscheiden, dass an 
: Stelle von x in dem einen x vermehrt um eine ganze Zahl in dem anderen 
5: steht. Diese Polynome, gleich Null gesetzt, liefern Gleichungen, deren 
Wurzeln sich gemäss dem oben Gesagten zu je zweien nicht um eine 
ganze Zahl unterscheiden. Diese Wurzeln sind die Repräsentanten der 
verschiedenen Gruppen von Wurzeln der ursprünglichen Gleichung. Die 





übrigen Wurzeln dieser Gruppen ergeben sich dann unmittelbar aus den 
anderen Faetoren von p(x) und dadurch, dass sich zugleich findet, welche 
Wurzeln der ursprünglichen Gleichung mehrfach und wie oft sie vorkommen. 

ll. Bei den hier gegebenen Untersuchungen über lineare Differential- 
eleichungen mit rationalen Functionen als Coeffieienten tritt die Aufgabe 





auf, zu beurtheilen, ob Ausdrücke, die ganze rationale Funetionen bereits 
ermittelter Constanten mit rationalen Zahleoeffieienten sind, verschwinden. 
Und es sind algebraische Gleichungen aufzulösen, deren Üoetficienten 
algebraisch mit den Coeffieienten in den rationalen Funetionen in der Diffe- 
rentialgleichung zusammenhängen. 

Für den Fall, dass jene Constanten und die Coeffieienten dieser 
Gleichungen algebraische Zahlen sind, kann man folgendes Verfahren an- 
wenden. 

a) Eine algebraische Zahl wird eine solche genannt, die eine Wurzel 
einer algebraischen Gleichung mit rationalen Zahleoeffieienten ist; der 
Coefficient der höchsten Potenz in dieser Gleichung wird gleich Eins ze- 
setzt. (S. die Abhandlung des Herrn Dedekind in Dirichlets Vorlesungen 
über Zahlentheorie 3. Aufl. p. 452). 

Man hat dann folgende Sätze (s. Dedekind \. e. p. 454, 459, 460): 

A) Wenn « und 9 algebraische Zahlen sind mit den Gleichungen 


-] 


b 


8) = by+b,ß+--+b,_1P, 


ra 


l 


(1.) e = tra tra,_, 


) 


so sind auch @+/P, @—-/, @P algebraische Zahlen. Man bildet für jeden 
dieser Ausdrücke w eine algebraische Gleichung mit rationalen Coetfieienten, 
indem man die rs=n Produete 





wet... 
0, ...s—1 
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aufstellt, und wenn dieselben durch ®, bis », bezeichnet werden, wo wo, = 1 
ist, die Grössen ©o, (l=1,...») linear und homogen durch w, bis wo, 
vermittelst (7.) und (8.) ausdrückt. Alsdann liefert die gleich Null ee- 
setzte Determinante dieses Systems von » linearen homogenen Gleichungen 
mit den » Grössen ®, bis ®, die gesuchte Gleichung. Da, wenn ? von 
Null verschieden ist, auch - algebraische Zahl ist, deren Gleichung sich 
) 
144 


aus (8.) ergiebt, so ist also auch — eine algebraische Zahl, für die man 


eine Gleichung nach dem Vorhergehenden erhält. 
b) Wenn in einer Gleichung 
10.) w"+aw"""+..+a, = VÖ 
die Coetficienten algebraische Zahlen sind, so sind auch die Wurzeln der 
Gleichung algebraische Zahlen. Sind für die Coeffieienten a, (s=1,... m) 


die algebraischen Gleiehungen mit rationalen Coeffieienten 
/ \ rn, Pd. 
(11.) d, TaGıd, ++ +4, ze () (s Bir 


gegeben, so erhält man eine algebraische Gleichung mit rationalen Coef- 
fieienten, welcher die Wurzeln von (10.) genügen, auf folgende Weise. 
Man stellt die mr,r,....r„=n Producte 


z e=—. ... m-I 
(12. are! 
\ ) | m lo, — 0, EM r.—1 (s TE 


auf. Dieselben seien durch ®, bis w, bezeichnet, ®&, =1. Nun werden die 
Grössen ®&o, (l=1,...n) linear und homogen durch w, bis &, vermittelst 
(10.) und (11.) ausgedrückt. Dann ergiebt wieder die gleich Null gesetzte 
Determinante dieses Systems von » linearen homogenen Gleichungen mit 
den Grössen ®, bis ®, die gesuchte Gleichung. Wenn in (10.) der Coet- 
fieient von w” statt 1 eine von Null verschiedene algebraische Zahl «a, ist. 
für welche eine algebraische Gleichung mit rationalen Coeffieienten gegeben 


N i ut a a, A i 
ist, so sind nach A) die Coeffieienten z (s=1,...m) algebraische Zahlen, 


für welche man algebraische Gleichungen mit rationalen Coeffieienten her- 
leiten kann. Alsdann kommt man auf das Vorige zurück. 

| b) Es sei nun ein Ausdruck vorgelegt, der eine ganze rationale 
Function algebraischer Zahlen ist, und für diese algebraischen Zahlen seien 
algebraische Gleichungen mit rationalen Zahleoeffieienten gegeben. Es soll 
untersucht werden, ob jener Ausdruck verschwindet. 
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Nun werde vorausgesetzt, dass man von den hier vorkommenden 
algebraischen Zahlen bereits ermittelt habe, wie für dieselben mit beliebig 
vorgesehriebener Annäherung complexe Ausdrücke mit rationalem reellen 
Theile und Coeffieienten von ö aufzustellen sind, eine Voraussetzung, die 
nach ec) als erfüllt betrachtet werden kann. Man leitet nach Satz A) eine 
algebraische Gleichung mit rationalen Coefficienten her, welcher der Aus- 
druck genügt. In derselben muss, wenn der Ausdruck gleich Null sein 
soll, zunächst das absolute Glied verschwinden. Ferner werde, wenn nieht 
alle Wurzeln Null sind, ein positiver Werth «>> 0 ermittelt, der kleiner 
ist als der kleinste der Moduln der von Null verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung. Derselbe ergiebt sich aus der Gleiehung, in welcher die den 
Gliedern gemeinschaftlichen Faetoren z weevestriehen sind. Setzt man 
dann «=a-+a und «@ —>a' und den betrachteten Ausdruck (= (0-0 
nimmt mod.C" — a” an und berechnet demgemäss C’, so ist, damit C—= 0 
sej, nothwendig und hinreichend, dass sich mod.C' <a ergiebt. 

c) Wenn die Gleiehungen (10.) und (11.) gegeben sind, so seien 
diejenigen Wurzeln der Gleichung (10.), die von einander verschieden sind. 
aufzusuchen. Von den algebraischen Zahlen, welche die Coettieienten bilden. 
wird vorausgesetzt, dass man sie mit beliebiger Annäherung berechnen 
kann. Nach Satz B) wird eine algebraische Gleichung mit rationalen 
Coefficienten aufgestellt, welcher die Wurzeln der Gleichung (10.) genügen. 
Aus dieser Gleichung werden diejenigen hergeleitet, welche die gleichviel- 
fachen Wurzeln derselben einfach enthalten. Alsdann sind letztere Glei- 
chungen aufzulösen. Die rationalen Wurzeln derseiben sind aufzustellen, 
und die irrationalen und eomplexen Wurzeln können mit beliebiger An- 
näherung berechnet werden. Setzt man nun eine solehe Wurzel in die 
Gleichung (10.) ein, so kann man nach 5b) erkennen, ob die Gleichung er- 
füllt ist. 

Was die beliebig angenäherte Berechnung der eomplexen Wurzeln 
einer Gleichung F(r) = 0 mit rationalen Coeffieienten angeht, so ist Fol- 
gendes zu bemerken. Wenn x = y-+iz gesetzt wird, sei F(x) = @(y.z2)+iH(y,2). 
Aus der Betrachtung der höchsten Potenz von z in F(x) ergiebt sich, «dass 
immer in wenigstens einer der Functionen @ und HI die höchste Potenz 
von 4 bezüglich z mit eonstantem Coeffieienten vorkommt: beide Variabeln 
sind in @ und H enthalten. Eliminirt man nun mittelst symmetrischer Fune- 
tionen aus @= 0 und H=V0 das eine Mal z, das andere Mal y. so ergeben 
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sich die Polynome g(y) und w(z) mit rationalen Coeffieienten. Die Coef- 
ficienten können in keinem dieser Polynome alle verschwinden, weil sich 
sonst unendlich viele Wurzeln von F(x) =0 ergeben würden. Denn wenn 
etwa die Coefficienten von p(y) alle gleich Null wären, so müsste es zu 
jedem Werthe y einen Werth z geben, so dass G@(y,z2)=0 und H(y, 2) = 
erfüllt wären. Nimmt man dann y reell und ist der zugehörige Werth z 
complex gleich a-+ib, so müssen die beiden Gleichungen auch dureh den 
eonjugirten Werth a—ib erfüllt werden. Oder der zugehörige Werth von z 
sei reell gleich «. Es ergeben sich dann als Wurzeln x von F(x) = 
die Werthe y-+i(atib) oder y+ia; daher wird Mod. x’ gleich (y+b)'+a' 
oder y’+e', woraus folgen würde, dass dieser Modul beliebig gross werden 
könnte. Ebenso ist es, wenn die Coeffieienten von (z) alle gleich Null 
wären; es würden sich bei einem beliebigen reellen Werthe von z als zuge- 
hörige Werthe von y, so dass @(y,2) =V und H(y,z) = erfüllt sind, ent- 
weder ergeben a+ib oder ein reeller Werth @. Demnach wird alsdann 
Mod. x’ gleich a’+(2+b)' oder @’+z. Also ergiebt sich aus g(y) = 0 und 
v(2)=0, ob Werthe von y und z möglich sind und welche diese sind. 
Werden nun aus den Gleiehungen, welche die Wurzeln jeder dieser Glei- 
chungen einfach enthalten, die reellen Wurzeln mit beliebiger Annäherung 
berechnet, so kann man dann, um zu ersehen, ob G(y, 2) = V und H(y, z) = U 
erfüllt sind, das Verfahren von b) anwenden. 

Auf die im Vorhergehenden angegebene Weise lässt sich also, indem 
jede Wurzel einer algebraischen Gleiehung mit rationalen Coefficienten mit 
beliebiger Annäherung berechnet werden kann, auch jede Wurzel einer 
alcebraischen Gleichung wie (10.), also jede algebraische Zahl, sobald für 
dieselbe eine dieser Gleichungen gegeben ist, mit beliebiger Annäherung 
berechnen, und man findet, wenn der reelle "Theil oder der Coeffieient von 


i in dem allgemeinen ecomplexen Ausdrucke dieser algebraischen Zahl eine 


be) 

rationale Zahl ist, diese rationale Zahl. Werden aus einer Gleichung (10. 
unter Anwendung des Verfahrens von b) diejenigen hergeleitet, welche die 
eleichvielfachen Wurzeln von (10.) einfach enthalten, so kann man durch 
Auflösung dieser zugleich entnehmen, wie oft eine Wurzel in (10.) vorkommt. 

Ill. Die Constanten in den rationalen Funectionen, welche die Coef- 
fieienten einer homogenen linearen Differentialgleiehung bilden, seien alge- 
braische Zahlen, von denen die algebraischen Gleichungen mit rationalen 
Zahleoeftieienten gegeben sind. 
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Bei der Zerlegung des Differentialausdruekes F,(y, 2) In die eano- 
nische Form (s. No. 5 und in No. 5 (6.), (7.) d)) sind folgende algebraische 
Gleichungen aufzulösen: solche, welche sieh auf die Ermittelung von singu- 
lären Punkten beziehen, sei es bei dem ursprünglichen Differentialausdruck, 
sei es bei den Bestandtheilen des Systems, in welches der Difterentialausdruck 
zerlegt wird; ferner algebraische Gleichungen, deren Wurzeln die Coef- 
fieienten in den rationalen Funectionen, die in den determinirenden Faetoren 
vorkommen, bestimmen (Coeffieientengleichungen), alsdann algebraische Glei- 
chungen, deren Wurzeln Exponenten in den etwa vorhandenen Systemen 
normaler Elementarintegrale (s. No. 5 III «a)) bei den singnlären Punkten 
bestimmen (Exponentengleichungen). Die Coeffieienten in diesen algebraischen 
Gleichungen sind rationale Ausdrücke von den ursprünglichen Constanten 
in den Coeffiecienten der Differentialgleichung und von Constanten, die selbst 
Wurzeln von anderen dieser Gleichungen sind mit rationalen Zahleoeffieienten. 


en) 


Unter der über die Coeffiecienten der Differentialgleichung gemachten Vor- 
aussetzung ergeben sich nach Il 5) und ce) successive die Wurzeln der 
vorhin genannten Gleichungen ebenfalls als algebraische Zahlen, für die 
man algebraische Gleichungen mit rationalen Zahleoeffieienten aufstellen und 
die man mit beliebiger Annäherung berechnen kann. Bei den fundamen- 
talen Exponentengleichungen (Abh. Bd. 91, No. 8 p. 175), die bei den sin- 
sulären Punkten der ursprüngliehen Differentialgleichung auftreten, kommt 
es darauf an, die Wurzeln in Gruppen »soleher, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, zu trennen. Zu dem Zwecke kann man nach ] 
unter Anwendung von II 5) die algebraischen Gleichungen aufstellen, 
deren Wurzeln die Repräsentanten der verschiedenen Gruppen liefern, als- 
dann sind diese Gleichungen nach II e) aufzulösen, worauf sich nach |] 
unmittelbar alle zu einer Gruppe gehörenden Wurzeln ergeben. Oder 
man kann auch zunächst aus der Gleichung unter Anwendung von II b 
diejenigen Gleichungen herleiten, welehe die gleiehvielfachen Wurzeln der 
ursprünglichen einfach enthalten, alsdann letztere nach II e) auflösen, wo- 
durch sieh die Wurzeln mit beliebiger Annäherung ergeben. Nimmt man 
nun aus der Gesammtheit S dieser Wurzeln eine derselben » heraus und setzt 
®-+-n» in die ursprüngliche Gleichung ein, so ist nach II 5) zuzusehen, für 
welche ganzen Zahlen » etwa das Gleiehungspolynom verschwindet. Die 


sich auf diese Weise ergebenden Wurzeln aus S sind wegzustreichen, und es 
ist mit einer der übrig bleibenden in derselben Weise zu verfahren u. s. w. 
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Es ist ferner bei der successiven Zerlegung des ursprünglichen Difte- 
ventialausdruckes in ein System, indem normale Differentialausdrücke als 
Bestandtheile des Systems abgesondert werden, zu untersuchen, ob ganze 
rationale Ausdrücke der bisher ermittelten Constanten mit rationalen Zahl- 
eoeffieienten verschwinden. Dieses geschieht nach II 5). 

Bei der Aufstellung und Untersuchung der Integrale sind andere 
homogene Differentialgleichungen mit rationalen Coeffiecienten nach Abh. 
Bd. 87, No. 7 I hinzugezogen (No. 2, No. 3, No. 5), bei welchen nur die 
C'oeffieienten in Betracht kamen. Die Herleitung dieser Differentialglei- 
chungen aus der ursprünglichen Differentialgleichung erfordert nur, dass zu 
beurtheilen ist, ob ganze rationale Ausdrücke der bisher betrachteten Con- 
stanten mit rationalen Zahleoeffieienten verschwinden, was nach II b) ge- 
schieht. Die Constanten in den rationalen Coeffieienten dieser Differential- 
oleichungen ergeben sich als rationale Ausdrücke der bisher gegebenen 
aleebraischen Constanten, sie werden also selbst wieder algebraische Zahlen. 

In der Darstellung der Integrale unter der Form von Systemen nor- 
maler Elementarintegrale (No. 5), in dem Ausdruck der Differentialdeter- 
minante derselben, in den Gliedern der Reihen für die Coeffieienten der 
Entwiekelung der Integrale (No. 2), in den Ausdrücken für die angenäherte 
Darstellung der Integrale (No. 3) treten immer wieder rationale Ausdrücke 
der bisherigen Uonstanten auf. Die Constanten in den rationalen Substitu- 
tionen ersten Grades No. 4 Il können ebenfalls als algebraische Zahlen 
angenommen werden, ebenso diejenigen, welche bei den Berechnungen von 
No. 5 auftreten. 

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn die Constanten in den rationalen 
Functionen, welche die Coefficienten der homogenen linearen Differentialglei- 
chung bilden, algebraische Zahlen sind, sich alle im Früheren verlangten Ope- 
rationen durchführen lassen. 

IV. Für den Fall, dass unter den Constanten in den rationalen 
Coetfieienten der Differentialgleichung auch Grössen vorkommen, die nich! 
als algebraische Zahlen vorausgesetzt sind, die man aber mit beliebiger An- 
näherung berechnen kann, ist Folgendes zu bemerken. 

Die Gleichungen, welche in den Sätzen II A) und B) sich ergaben. 
werden durch dasselbe Verfahren erhalten, welches auch die Grössen a, b. 
eo sein mögen, wobei die Coeffieienten der Gleichungen ganze rationale 


> 


Funetionen dieser Grössen werden. Um nun die Aufgabe aus II b) bei einem 














"ho me, zur Theorte der linearen Dıljı Igleichu 


‚anzen rationalen Ausdruck zegebener ÜConstanten, die man mit beliebiger 


Yyı 


\nnäherunge berechnen kann. zu behandeln. kann man versuchen, wieder 


ls aleebraischen Gleiehuneen tür die Constant: N eine aleebraische (rlei- 


chung, welcher dieser Ausdruck zenügt, von foleender Beschaffenheit zu 


ermitteln. Ergiebt sich das absolute Glied derselben als algebraische Zahl, 


ı 


;o kann man nach dem Vorieen erkennen, ob dasselbe verschwindet. Ebenso 


pn oe er . . . L Br 
weni die vorhereehenden (‚oeineienten. welehe verschwinden. und der erste 
I » / ] s]* -e} ı In ur ‚I 1 4 y® ich! »j* 1 \ ınyda er .] “ pr ‘ In ‚} y 1x 1 a f hler 
ter Vol era IENÜEN. WeiCcheT NICHT VEeiSehWwintet, ei als AIVCHTAISENG Zillich 


1 . . . 1 1 1. 1 . 14 
ergeben, so kann man nachweisen, dass jene verschwinden und dieser nicht 
verschwindet. Dann ist im Uebrigen das Verfahren von Il 5) unverändert 


„wendbar. 


ee 


” . i 1 . a} : y + . 1 2” BR i ua 
Von den algebraischen Gleiehungen, die bei der Untersuchung deı 


fferentialgleichung aufzulösen sind, kommen hauptsächlich die fundamen 
1 ® ] 


alen Exponentengleichungen, die bei den singnlären Punkten auftreten, In 


Betracht, sobald die singulären Punkte dieser Ditferentialeleichune von vorn- 


herein gegeben sind. Denn die übrigen algebraischen Gleichunge: 
sich entweder meist von so niedriveem Grade (Abh. Bd. 91. No.7 III, No. & 
p. 178). dass sie dadurch keine algebraischen Schwierigkeiten darbieten, ode 
es sind Exponentengleiehungen, deren Wurzeln bereits bis auf eine ganz 
zahlige Differenz bekannt sind: auf dieselben ist das Verfahren von II b 


nzuwenden. 


ie) 


Es werde hier noch die Verallgemeinerun 


angeführt, der in Abh. Bd. 57. No. 9% II zeweben ist 


u. i ir )ts 





Kine Funetion, die durch eine Potenzreihe von z mit positiven ganz 
zahligen Exponenten ausgedrückt ist, möge in einer endlichen Anzahl 


ANZ: ‚ol 


’unkten auf dem Uonvergenzkreise der Reihe die Beschaffenheit haben, d: 


sie bei einem solehen Punkte nieht mehr einwerthie und stetie bleibt. Und 


Zu 


zwar soll sie, wenn ein solcher singulärer Punkt a ist, bei r=a eine 


Entwickelung haben, welche die Form eines von r—a abhängenden regu- 





lären Integrales hat (in der Entwickelung können Exponenten vorkommen, 
die sich nieht um ganze Zahlen unterscheiden). Wenn nun die Exponenten 
in diesen Entwickelungen in dem reellen Theile grösser als —1 sind, so 


convergirt die Reihe in allen nichtsingulären Punkten des Convergenzkreises 


und in denjenigen singulären. in welehen die Exponenten der Entwiekelung. 


Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 1. 15 

















‘8 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


nachdem das constante Glied abgezogen ist, in dem reellen Theile grösser 
als Null sind. 

Die Coeffieienten der Reihe werden durch bestimmte Integrale dar- 
gestellt, und es wird der Uebergang auf den Convergenzkreis in dem Aus- 
drucke des allgemeinen Gliedes unter Zugrundelegung der bei den singu- 
lären Punkten vorausgesetzten Entwickelungen gerade wie in Abh. Bd. 87, 
p- 3356 und 337 vollzogen. Es werde 2 = e” gesetzt und der reelle Theil 
der Funetion durch «(e, 0), der Coefficient von ö durch v(e, 6) bezeichnet, 
und es sei R der Radius des Convergenzkreises. Gehört nun 6, einem der 
singulären Punkte an, so ist zu zeigen, dass bei hinreichender Annäherung 
von # an 9, Mod.x(R, 6) < k|Mod.(9—6,)]""", wo die Constante & > 0 ist, 
bleibt, und ebenso dass Mod.v(R, 6) < k,[Mod. (0 —6,)]”"', wo die Constante 
P>0 ist, k und %k, positive Constanten sind. Es ergiebt sich dieses aus 
den Entwiekelungen Abh. Bd. 87, No. 10 p. 346, 349. Dann bleibt im 
Uebrigen das Verfahren von Abh. Bd. 87, No. 9 p. 337 ete. unverändert. 
In Betreff der Convergenz in den singulären Punkten gelten die Betrach- 
tungen Abh. Bd. 87, No. 10 p. 349. 


(Greifswald. 5. Januar 1883. 
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Ueber die Integration simultaner partieller Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei unab- 
hängigen Variabeln. 


(Von Herrn J. Valyi in Klausenburg.) 


u 
/hur Integration der simultanen Differentialgleichungen: 

4) Fans aan, = Fa, 5. 41,4, 0=0 
(wo p, gs r, s, t, wie gewöhnlich, die ersten und zweiten partiellen Ditte- 
rentialquotienten von z nach x und y bezeichnen) ist es genügend, r, s, / 
als Functionen von z, y, 2, p. q so zu bestimmen, dass die Gleichungen 
(1.) erfüllt seien, und dass das gewöhnliche Differentialgleichungssystem: 

(2.) ds—-pde—gdy =V, dp—-rde—sdy=V, dq—sde—tdy =) 
durch drei von einander unabhängige Integrale integrabel sei. 


Dazu sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen : 





os | os Pr os 4 os er | er f or er er 
-— t+p- r—— +8 — = — +9—— +8 —— +1 -—., 
(3) or I 0% op oq cy 1 02 cp cg 
os os os os et ot ot _ of 
z 7 q - u u Far one -+ ! zw. m -— +p u rs 
oy 0% op cq or 0% cp og 





Wir wollen eine neue Relation: 


(4.) Fe, Y, 2%, P» 9. T., 5» ) = UV 
so bestimmen, dass die durch die Gleichungen (1.), (4) bestimmten r. s. / 
die Gleichungen (3.) befriedigen. 
Die Gleichungen (1.), (4.) sind so aufzufassen, dass sie die Grössen 
r, s, t als Functionen von x, %, 3, p. q bestimmen. Unter dieser Voraus- 
setzung, partiell nach x, y, z, p. q differentiirt geben sie die Werthe von 


or or or er or 


3 a4 0 a, ete., die in den Gleichungen (3.) vorkommen. 
oz’ oy’ 02’ op’ og 
Die erhaltenen Werthe, in (3.) eingesetzt, liefern die Gleichungen: 


19" 
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FrE F,F,F F,F,F RP, 
D 2 pD Eu rD— 2.1.sD Aid. 
| = 3% r,Dp,1 r,Q,1 
FF.F, F,F,F. F,F,F, Fe. 
| D —ı-+gD 72.2 “2 .3D -. 
ö YS,t %, $, I pP, Ss, tl 7 FRE PR; 
” F.F,F, F,F,F F,F,F F,F.F 
) -+4D —-+sD———-+1D — 
r,y,1 2,1 r,p,t r,q,8 
Br Pr F,F,F, F,F,F, F,F,F, 
- D _+nD E + MT ie A 
r-.= N, .2 _ Ss, p . er 4 


(wenn man allgemein dureh D ah die Funetionaldeterminante von g, W, 
z nach a, ve, w bezeichnet). 

Diese partiellen Diftferentialgleichungen erster Ordnung bestimmen F. 

Wenn die Gleiehungen (5.) ausser den evidenten gemeinschaftlichen 
Lösungen F=F, und F=F, keine anderen gemeinschaftlichen Lösungen 
besitzen, haben auch die Gleichungen (1.) kein gemeinschattliches Integral. 
Die allgemeinste gemeinschaftliehe Lösung von (5.) führt zu den allge- 
meinsten Werthen von r, s, f, und dann die Integration von (2.) zu dem 
alleemeinsten Werthe von 2. 

Die Integration der simultanen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung so wie auch die Integration eines integrablen unvollständigen 
vewöhnlichen Ditferentialgleichungssystems erster Ordnung ist bekannt. Die 
vestellte Aufgabe ist also in prineipio gelöst. 

Kin ähnliches Verfahren gestattet die Integration von % simultanen 
partiellen Differentialgleichungen 4° Ordnung mit zwei unabhängigen Va- 
riabeln. — wie man leicht bemerkt. 


Kin einfaches Beispiel möge das Integrationsverfahren beleuchten. 
Die gemeinschaftliche Lösung zu bestimmen von 
- N Du _— 
(6.) =g und t#=p. 
Zur Bestimmung von s dienen die Gleichungen: 


Os ı os os 4 Os Os _ os Os _ os 
PIE + 79% "575 “sn u A zu u Ar | —=(. 
or I 03 | I op og P» oy 1 0% op A og | 


Das allgemeine gemeinschaftliche Integral hiervon ist: 


ar: ’ Ä ee 
(7) Fu, U. % %) = (0, 
wo 


„ 


W385, m=(s+tp+Ne"", w=(steop+gNe“" 


u, = (stap+ag)e", 
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«e eine eomplexe dritte Wurzel der Einheit und F eine beliebige Funetion 
bedeutet. 


Zur Integration der Gleichungen (2.) führen wir statt p, q. s, 3 die 
(FTÖSSEN 2%, 4. %, a, ein. Wir erhalten 


die Gleichungen: 


du te”’du=0, dute”trd.=0, dute”tdu, = 0. 


Mit Rücksicht auf die Gleichung (7.) ist das System äquivalent mit diesem: 
u,=V), dun=d de=0), ds=V. 


Die allgemeinste gemeinschaftliche Lösung von (6.) wird also durch 
ee ui Mule. Me BE 
WO €, Cu, Cu €, beliebige Uonstanten sind) geliefert, woraus 


. = are +ae"" IT ee 
oder in reeller Form: 


. / } « N \ ' - / | «) 
SIL\ > (TYy)) r GC; Gos\ > T—Y ) 


Klausenburg (Ungarn), 1852 März. 
































Eın eombinatorischer Satz. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


Kuter hat in seiner Introd. in analysin infinitorum $ 314 einen Satz 
bewiesen, welcher eombinatorisch ausgedrückt so lautet: Die Anzahl der 
Combinationen mit unbeschränkter Wiederholung aus allen Classen zur 
Summe » gebildet aus den Elementen 1, 2, ... m ist gleich der Anzahl 
der Combinationen mit unbeschränkter Wiederholung zur Classe m und zur 
Summe »+m gebildet aus allen verwendbaren Elementen. Man kann einen 
anderen combinatorischen Satz beweisen, welcher mit diesem eine gewisse 
Aehnlichkeit hat. Bezeiechnet man nämlich die Formen, welche man erhält, 
wenn man nicht bloss die Combinationen mit unbeschränkter Wiederholung 
sondern auch deren Permutationen bildet, wie es gewöhnlich geschieht, als 
Variationen, so hat man den Satz: Die Anzahl der Variationen aus allen 
Classen zur Summe » gebildet aus den zwei Elementen 1 und m ist gleich 
der Anzahl der Variationen aus allen Classen zur Summe »+m gebildet 
aus allen verwendbaren Elementen, welche nicht kleiner als m sind. Be- 
zeichnet man durch "v(1, m) die aus den Elementen 1 und m gebildeten 
Variationen zur Summe », ihre Anzahl durch "o,(1, m), ferner durch "V (m) 
die Variationen zur Summe » gebildet aus allen verwendbaren Elementen. 
die nicht kleiner als m sind, ihre Anzahl dureh "V, (m), so heisst dieser Satz 


(L) Wie) = "Flm). \ 


Man findet z. B. dass ‘o(1,3) aus neun Formen besteht, nämlich 


1111111, 11113, 11131, 11311, 13111, 133, 31111, 313, 331. 

Aber auch "'V(3) besteht aus neun Formen, nämlich . 
10, 37, 334, 343, 4553, 46, 55, 64, 73. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich daraus, dass man, wenn man in | d 


'v(1,m) von allen Formen, welche (von links nach rechts gerechnet) mit | n 








Stern, ein combinatorischer Salz. 103 


dem Elemente 1 beginnen, dieses wegnimmt, alle Formen von " "el, m 
und keine anderen erhält, und ebenso, wenn man von allen Formen, welehe 
mit dem Elemente m beginnen, dieses wegnimmt, alle Formen von " "vl, m 
und keine anderen erhält, so dass man 
(2.) "v, (1, m) on ig q° m) +""g,(1, m) 

hat. Zieht man ferner in allen Formen von "V(m), welche mit einem 
höheren Elemente als m beginnen, von diesem eine Einheit ab, so erhält 
man alle Formen von """V (m) und keine anderen, nimmt man ferner in den 
Formen, welche mit «dem Elemente m beeinnen, dieses weg, so erhält man 


nm 


alle Formen von V(m) und keine anderen. Demnach hat man 
3) "Nm, = "NV, (m)+""V, (m) *). 


Das Bildungsgesetz ist also in (2.) und (3.) dasselbe. 
Setzt man in (3.) statt n den Werth +m, so hat man 


tay (m) = "+"'V,(m)+"V,(m). 
Ist also bis zu einem bestimmten Werthe von z jedes Glied in der Reihe 
o(l,m), 'o(ll,m, ... "’o(l,m) 
dem Gliede, welches dieselbe Stelle in der Reihe 
ai ;%i En #7 ) EEE ac A) 
einnimmt, gleich, so ist auch "ev, (1, m) = "+", (m). 
Nun ist, wenn man » = m setzt, jedes Glied in der Reihe 
“tm, le), ... ulm) 
der Einheit gleich, und dasselbe ist bei den Gliedern der Reihe 
Ei "TU u. 9 Eee) 
der Fall (während die vorhergehenden Glieder Null sind); also ist auch 
”"y,(m) = "v,(1, m), und hieraus folgt dann allgemein, was zu beweisen 
war, dass 
"o,(1,m) = "*"V,(m). 
Bemerkenswerth ist der Fall, wenn m =2. Dann bedeutet "V,(2) die An- 
zahl der Variationen aus den Elementen 2, 3, ... 2 zur Summe n, so dass 
nur das Element 1 ausgeschlossen ist. oder auch, nach dem Vorhergehenden, 


*) Ist n=m, so ist "v, (l,m) = 2 und ”-!v, (l,m) = 1, man muss also nach (2.) 


das Symbol °o(1,m) = 1 setzen. Ebenso folgt aus (3.), dass man 'V (m) = 1 setzen 
muss, da ”"V (m) = 1 und ""1V (m) =. 


\ 
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die Anzahl der Variationen zur Summe »—?2 aus den Elementen 1 und 2 
sebildet. Hier geht mithin die Formel (3.) in 


7 fO9N IV /ON 1 Ra—2 7 (ON IN 
w (2) — n } 2) } 1 2, ) 


iiber. Die Relation ist also dieselbe wie sie bei den Zählern des Ketten- 
| 


hruches 1-+ ve stattfindet, und da ’V, 2) =1, *V, (2) =2, so folgt all- 
| 
vemein, dass "V,2)=""v,(1,2) mit dem Zähler des (»— 2)!" Näherunges- 


werthes dieses Kettenbruches übereinstimmt, mithin 


ist. Nun bedeutet "V, (1) die Variationen zur Summe z aus allen Elementen 


I, 2, ... » gebildet, und es folgt aus (3. 


an 
tr 
7 
I) 
DV 
u 
N 
— 


und hieraus die bekannte Formel ”"V 


Demnach ist die Anzahl aller Variationen zur Summe » aus den Ele: 
menten 1. 2, ... » gebildet, in welchen das Element 1 vorkommt 
A-+y5 \ I 41—_y5 \ 


‘) J \ ‘) J 
©  —..: DER = 


Diese Relation hat schon Cayley ohne Beweis gegeben (Messenger of mathe- 
maties V, p. 155). 


Göttingen, April 1885. 
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Die Steinerschen Polygone. 


(Von Herrn P. H. Schoute in Groningen.) 


Die Schliessungsprobleme, welche Steiner vor fast vierzig Jahren 
im 32. Bande dieses Journals (Seite 182—1S4) aufgestellt hat, warten noch 
immer einer geometrischen Lösung. Zwar hat bekamntlich Clebsch im 
63. Bande des nämlichen Journals (Seite 94-122) die Coordinaten eines 
willkürlichen Punktes einer Curve dritter Ordnung C’ ohne Doppelpunkt 
mittelst elliptischer Funetionen eines einzigen Parameters # auszudrücken ge- 
lehrt. aus der Relation «,+,+%,+u,=0 zwischen den Parametern #,. %. %; 
der drei Schnittpunkte von C’ mit einer beliebigen Geraden und einer von 
der Curve abhängenden Uonstante «, eine analytische Lösung der Probleme 
vegeben und diese nach verschiedenen Seiten hin erweitert. Aber obgleich 
hiedurch der geometrische Beweis ohne Zweifel dem Kreise unseres Wissens 
bedeutend näher gerückt und dessen wissenschaftlicher Werth noch erhöht 
war in Beziehung auf die historische Frage, ol Steiner auf dem von Olebsch 
betretenen Wege zu seinen Problemen geführt worden sei, so ist, wenn ich 
mich nieht irre, bis jetzt noch keine geometrische Lösung gelungen. Mir 
ist wenigstens kein anderer Versuch bekannt als der von Herrn Eduard Weyr 
(dieses Journal Bd. 71, Seite 13—29), welcher auf der von ihm entworfenen 
zwei- und zwei-gliedrigen Verwandtschaft basirt. Der Beweis gilt jedoch. 
wie es dieser Mathematiker selbst nachweist (Band 73, Seite 87—94), nur 
in dem besonderen Falle, dass die in Betracht genommene Curve dritter 
Ordnung einen Doppelpunkt hat; daher war Weyr genöthigt, ihn mit Ein- 
büssung des geometrischen Charakters mittelst der Differentialrechnung 
auf den allgemeinen Fall auszudehnen. 

In den folgenden Seiten werde ich eine ganz einfache Lösung oben- 
senannter Probleme geben und einige naheliegende Fragen erörtern. 
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1. Hülfssatz I. „Wenn die Eeken P, 0, R, S eines einfachen 
Viereeks PORS und der Schnittpunkt 7 seiner Diagonalen PR und OS 
auf einer gegebenen Curve ©? gelegen sind, giebt es unendlich viele der 
Curve eingeschriebene Vierecke, deren Seiten der Reihe nach durch die 
Punkte P, Q, R, S gehen; fixirt man die Reihe der Punkte P, Q, R, S, 
so ist jeder willkürliche Punkt der Curve einmal Eekpunkt eines solchen 
eingeschriebenen Vierecks.“ 


Fig. 1. Beweis. Ist A (Fig. 1) der willkürlich auf 0° 
ER a —7 angenommene Punkt, schneidet die Gerade AP die 


—g Curve zum dritten Male in 5, und BQ die Curve zum 
a a a dritten Male in C, so muss nur gezeigt werden, dass 


RZ AR | der Schnittpunkt B, von CR und AS ein Punkt der 
\\ | | . > ” . . 
a. ' Curve ist. Nun bilden aber die Curven dritter Ordnung, 


welche durch die acht Punkte P, Q, R, S, T, A, B, © 
gehen, einen Büschel; weil dieser Büschel zwei durch 


Ic 


| 

N 

1 / „ 
\ \Y- 

R 
LI al 
B, 


B, gehende Curven enthält, — die drei Geraden ASB,, 
PTR, BOC, und die drei Geraden APB, STO, B,RC, — so ist B, der 
neunte Basispunkt dieses Büschels, und somit gehen alle seine Uurven und 
also auch die vorliegende durch B,. Auf dieselbe Weise findet man die 
Umkehrung des Satzes, welche aussagt, dass der Schnittpunkt T der 
Diagonalen PR und OS des eingeschriebenen Vierecks PORS auf ©’ liegen 
muss, sobald es ein andres eingeschriebenes Viereck giebt, dessen Seiten 
der Reihe nach durch P, Q, R, S gehen. 

2. SatzI von Steiner. „Nennt man ein der Curve C’ eingeschriebenes 
2n-Eck ein Steinersches 2r-Eck, wenn seine Seiten abwechselnd durch einen 
von zwei festen Punkten P und Q der Curve gehen, so können nur die 
zwei folgenden Fälle eintreten, 1) entweder die willkürlich gewählten festen 
Punkte P und Q lassen kein einziges Steinersches 2n-Eck zu, 2) oder es 
sind deren unendlich viele möglich; im letzteren Falle ist jeder willkürliche 
Punkt der Curve einmal Eekpunkt eines solchen 2»-Ecks.“ 

jeweis. Angenommen, dass es für die Punkte P und Q schon ein 
Steinersches 2r-Eck ABCDEFGH... gäbe, so hat man nur zu zeigen, wie 
man hieraus unmittelbar entnehmen kann, die Punkte P und Q lassen nun 
auch ein zweites Sfeinersches 2r-Eck zu, von dem ein ganz willkürlich 
auf C° gewählter Punkt ein Eckpunkt ist. Bilden nun (Fig. 1) APB und 


BOC zwei auf einander folgende Seiten des gegebenen 2x-Ecks, und ist 





ze 








. a 


—— 





EEEETETEEELETEEEN 





%. 
3 
8 
4: 
27 
Be 
x 
j# 








Schoute, die Steinerschen Polygone. 107 


B, der willkürlich gewählte Punkt, R der dritte Schnittpunkt von B,C und 
S der dritte Schnittpunkt von B,A mit der Curve, so folgt aus der Um- 
kehrung des Hülfssatzes, dass der Schnittpunkt T der Diagonalen PR und 
0S des Vierecks POQRS auf der Curve gelegen ist. Und nun zeigt man 
nach einander, erstens dass R und S, zweitens dass P und O ein Steinersches 
2n-Eck mit BD, als Eekpunkt zulassen. Aus dem Hülfssatze folgt nämlich. 
lass man die Paare von Seiten AB und BC, CD und DE. EF und FG. 

von denen jedes Paar eine Seite durch P und eine Seite durch O enthält. 
dureh Paare von Seiten AB, und B,C. CD, und D,E, EF, und FG... er- 
setzen kann, von denen jedes Paar eine Seite durch S und eine Seite dureh 
R enthält; hierdureh entsteht dann für die Punkte S und R ein Steinersches 
2n-Eck AB,CD,EF,GH,... mit B, als Eekpunkt. Und nachher kann man 
immer mittelst des Hülfssatzes die Paare von Seiten B,C und CD,, DE 
und EF. F,G und GH,... dieses neuen 2»-Ecks auf dieselbe Weise durch 
Paare von Seiten B,C, und CD. D,E, und E,F, F,G, und G,H,... ersetzen. 
so dass die eine Seite jedes Paares durch 0, die andere durch P geht: 
dadureh wird endlich für P und Q ein Steinersches 2n-Eck A,B,C,D,E,F,G,H,... 
mit einem Eckpunkte B, erzeugt. 

3. Nennt man die Punkte R und S, in denen die Verbindungs- 
veraden von den Punkten P und Q auf CE’ mit einem ganz beliebig auf 
dieser Curve gewählten Punkte T die Curve zum dritten Male tretfen, „die 
Projeetionen von P und Q aus T“, und nennt man zwei Punkte der Curve, 
die in angegebener Weise eine Unendlichkeit von eingeschriebenen Steinerschen 
2n-Ecken zulassen, ein Steinersches Paar »'” Ordnung, so hat man folgenden 

Satz von Clebsch. „Bilden die Punkte P und O einer Curve 0’ für 
diese Curve ein Steinersches Paar »!“” Ordnung, so thun dies auch alle 
Projeetionen von P und Q aus beliebig gewählten Punkten der Curve C'.“ 

Der Beweis dieses Satzes ist unmittelbar dem Vorhergehenden zu 
entnehmen. Der Satz ist jedoch nieht umkehrbar, d.h. wenn P und Q ein 
Steinersches Paar »'“” Ordnung bilden und ebenso R und S, so sind R und 
S nieht immer als Projeetionen von P und 0 zu betrachten. 


Denn es 
wird sich sogleich zeigen, dass ein Punkt P mit verschiedenen Punkten @ 
der Curve ein Steinersches Paar »!°" Ordnung bilden kann. 

Nennt man weiter AC, BD, CE, DF, ... die Theile der Uurve © 
die bei einem Steinerschen Polygon ABCDEFG@GH... als die Projeetionen 
von PO aus B, C, D, E, ... zu betrachten sind, einander gleich, — wobei 
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man natürlich nicht an Gleichheit in Bogenlänge zu denken hat, — so ist 


die Bedingung, dass P und Q ein Steinersches Paar n!“ Ordnung bilden, 
auch dadurch auszudrücken, dass PQ »-mal in einem Curvenumlaufe oder 
in mehreren Curvenumläufen enthalten sei; aber auch selbst die Betrachtung 
eines unmessbaren » führt nur zur reellen Periode der Curve und steht 
aus diesem Grunde der analytischen Theorie von Clebsch nach. 

4. Hülfssatz II. „Wenn die Curve C* von zwei beliebigen Geraden 
p und q in den Punkten P,, P:, P, und Q,. Q,. Q, geschnitten wird, so giebt 
es unendlich viele der Curve eingeschriebene Sechsecke, deren Seiten der 
reihe nach durch die Punkte P,, Q,. P:. O:, P;, Q, gehen. Ist die Folge 
dieser Punkte einmal so fixirt, dass keine zwei Punkte einer nämlichen 
(seraden unmittelbar auf einander folgen, so ist jeder beliebige Punkt der 
Curve einmal Eckpunkt eines solchen Sechseckes.“ 

Fig. 2. Beweis. Sind von einem beliebigen Punkte 

A der Curve angefangen die sechs Seiten des Sechs- 
ecks mit den Punkten, die sie enthalten: 

AP,B, BO,C, CP,D, DO,E, EP;F, FO,;...., 
so hat man nur zu zeigen, dass die Gerade FO, 
durch A geht. Wenn nun S (Fig. 2) den dritten 
Schnittpunkt von P;0, mit der Curve bezeichnet, 
/ so ergiebt sich aus der Anwendung des ersten 
Hültssatzes auf das einfache Viereck P,Q,P;,S (für welches der Schnittpunkt 
P, der Diagonalen auf C° liegt), dass das Viereck AP,B, BO,C, CP;D, DS... 
(der Curve eingeschrieben ist, die Gerade DS also durch A, oder die Gerade 
AS dureh D geht. Und ganz auf dieselbe Weise folgt aus der Betrachtung 
des einfachen Vierecks SQ;,P,Q,; (für welches der Schnittpunkt Q, der 
Diagonalen auf © liegt), dass die Eckpunkte des Vierecks ASD, DO;E, 
EP,F, FO, auf C’ liegen, die FO, also dureh A geht, u. s. w. 

Fig. 3. Verdoppelungs- und Halbirungstheorem. „Bilden 

die Tangentialpunkte P, und Q, von den Punkten 

a MP und Q der Curve C’ ein Steinersches Paar 

„te Ordnung, so bilden die Punkte P und Q ein 
ee A / Steinersches Paar 2nt* Ordnung und umgekehrt.“ 
Du Beweis. Wenn in Fig. 2 die Punkte P; und 
P, in einen Punkt P und die Punkte Q, und Q; 

in einen Punkt Q zusammenfallen, so findet man, dass die Curve C° (Fig. 3) 
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ınendlich viele eingeschriebene Sechsecke zulässt, deren Seiten der Reihe 
nach durch die Punkte P,, O. P, 0, P, 0 zehen. Sind nun P, und ©, 
ein Steinersches Paar x! Ordnung und ist ABCDEFG@GH... ein Steinersches 
2n-Eck, dessen Seiten abwechselnd durch P, und Q, gehen, so kann man 
er Reihe nach jedes Seitenpaar dieses Polygons, z. B. ABC, CDE, EFG... 
durch den übrigen Theil der oben genannten Sechseeke, also dureh vier 
abwechselnd durch P und Q gehende Seiten ersetzen und so ein Steinersches 
tn-Eck erhalten, dessen Seiten abwechselnd durch P und O gehen, u. s. w. 

Absichtlich habe ich das Verdoppelungstheorem von Steiner dureh 
das oben gegebene ersetzt, weil das letztere die beiden Punkte P und © 
venau auf die nämliche Weise behandelt. 


5. Untersuchen wir jetzt einige besondere Fälle. 

a. Viereck. Fallen in Fig. 1 die Punkte P und R in einen Punkt 
P, die Punkte O0 und S in einen Punkt Q zusammen, so erhält man eine 
heihe von Steinerschen Vierecken, von welehen P und O die Steinerschen 
Punkte sind; in diesem Falle sind aber die Punkte P und O0 dadureh 
charakterisirt, dass sie den nämlichen Tangentialpunkt, den Punkt T von 
Fig. 1, haben. Umgekehrt ist jedes Punktepaar P und Q mit gemeinschatt- 
lichem Tangentialpunkte T ein Steinersches Paar zweiter Ordnung: also 
giebt es drei Punkte Q, welche mit einem willkürlich gewählten Punkte P 
vereint ein Steinersches Paar zweiter Ordnung bilden. 

Schon Poncelet hat bewiesen, dass die Gegeneeken eines vollständigen 
Vierecks, dessen Eekpunkte auf einer gegebenen Curve C* liegen, in Bezug 
auf diese Curve den nämlichen Tangentialpunkt haben: auch aus diesem 
Satze kann man die Eigenschaften der Steinerschen Vierecke ableiten. 

Sind P,, P:, P, die drei Schnittpunkte von C° mit einer beliebigen 
(reraden, und ist P, der Tangentialpunkt von P;, so ist P,P,P,P, ein ein- 
faches der Curve eingeschriebenes Viereck, da der Schnittpunkt der Dia- 
gonalen, der Punkt P,, auf der Curve liegt. Hieraus folgt, dass es unendlich 
viele eingeschriebene Vierecke giebt, deren Seiten der Reihe nach durch 


P., P., P;. P,; gehen. Nur wenn die durch P; gehende Seite eines solchen 
Vierecks die Curve in einem von P} verschiedenen Punkte berührt, ist 
dieses Viereck als ein eingeschriebenes Dreieck zu betrachten, dessen 
Seiten der Reihe nach durch drei in einer Geraden gelegene Punkte P,, 
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P;, P, von C° gehen. Desshalb giebt es, wie Hesse nachgewiesen hat, bei 
gegebener Curve C° und gegebener Geraden drei Dreiecke von der be- 
schriebenen Beschaffenheit. 

Sind A, B, C die drei einfachen Fundamentalpunkte einer involu- 
torischen quadratischen Transformation, so liegen die vier sich selbst ent- 
sprechenden Punkte M, M,, M,, M, bekamntlich so, dass die Geraden MM 
und M,M, durch A, die Geraden MM, und M,M, durch B und die Geraden 
MM, und M,M, durch C gehen. Wie ich an einer andern Stelle *) gezeigt 
habe, hat nun das Netz von Curven ©° durch A, B, C und die vier Punkte 
M die Eigenschaft, durch diese Transformation Curve für Curve in sich 
selbst überzugehen. Weil es aber für jedes Paar aus den drei Fundamental- 
punkten ein Steinersches Viereck giebt (z. B. für A und B das Viereck 
MM,M,M,), welches allen diesen Uurven gemeinschaftlich ist, so haben die 
drei Punkte A, B, C in Bezug auf jede dieser Curven einen gemeinschaft- 
lichen Tlangentialpunkt. Hiermit ist aber umgekehrt im Allgemeinen noch 
nicht gezeigt, dass eine gegebene Curve C° dureh involutorische quadratische 
Transformation nur in sich selbst übergehen kann, wenn die drei Funda- 
mentalpunkte in Bezug auf diese Curve den nämlichen Tangentialpunkt haben. 

b. Sechseck. Yallen in Fig. 2 die drei Punkte P,, P;, P, in einen 
Intlexionspunkt / und die drei Punkte Q,, Q;, Q; in einen Inflexionspunkt 
0) zusammen, so bilden diese Punkte nach dem zweiten Hültssatze ein 
Steinersches Paar dritter Ordnung. Und so folgt weiter aus dem Satze von 
Olebsch, dass ein beliebig gewählter Punkt P von acht verschiedenen Punkten 
0) zu einem Steinerschen Paare dritter Ordnung ergänzt wird; diese acht 
Punkte bilden nämlieh mit P eine Intlexionsgruppe von neun Punkten, den 
neun Projeetionen der Inflexionspunkte aus einem bestimmten Punkte von 
C. Was Steiner von der Relation zwischen den Punkten P und O bei 
Sechsecken, Zehnecken, u. s. w. noch angiebt, wird unmittelbar gefunden 
durch die Annahme, der Anfangspunkt A falle mit ? zusammen. Und die 
itelation zwischen P und Q bei Zwölfecken, welche Clebsch erwähnt, folgt 
sogleich aus meinem Verdoppelungstheoreme. 

c. Man kann auch fragen, für wie viele Curven eines Büschels 
*) „Deux cas partieuliers de la transformation birationnelle“ (Bulletin des sciences 
mathömatiques et astronomiques, 2. Serie, tome VI, page 152— 169 et 174— 139). Die 
dort in den Artikeln 7 und 9 angestellte Betrachtung bezieht sich nur auf eine 
quadratische Transformation von besonderer Beschaffenheit, ist aber im allgemeinen 
"alle einer willkürliehen quadratischen Transformation gültig. 


—n 


ee 


.“ 


ia in 0 he RER, BR NR 
I 3 EIER wie 
Ba RU ER EETETLNERRTT HE “ 





u 


dı 





N 
ER 





Schoute, die Steinerschen Polygone. 111. 


dritter Ordnung zwei bestimmte Punkte P und Q der neun Basispunkte 
pP, Q, R, S, T... ein Steinersches Paar »'“ Ordnung bilden. Ist dies für 
eine dieser Curven der Fall, so wird man R als einen der Eckpunkte eines 
der 2r-Eeke annehmen können. Und wenn man der Reihe nach den dritten 
Schnittpunkt von der Curve mit PR durch A, mit QA, durch B, mit PB, 
durch A,, mit QA, durch B,, mit PB, durch A, u. s. w. und mit PB,_, dureh 
A, bezeichnet, so muss sich A, wieder auf der Geraden OR befinden. Be- 
schreibt nun A, die Gerade PR, so ist der Ort 
von B, eine Curve 0° (Q°, ST...) 


- A - - ..0(POR, ST... 

- B - -  ©(POR, ST*.. 

- A - +... 0XPOR, ST...) 
EP 00 3, 
- A - >. O8(PIQPR®, S’T"...), 


und endlich 
von A, eine (Yurve (’® u a IR" ne et i 
Weil diese Curve die Gerade OR ausser O0 und R in 
3m —3n+1—(n—1)—(n—n+1) = n"’—1 


Punkten schneidet, ist die gesuchte Zahl der Curven »’—1*). 


6. Satz II von Steiner. „Nennt man ein einer Curve C* mit zwei 
Doppelpunkten P und Q eingeschriebenes 2»-Eck ein Steinersches 2n-Eck, 
wenn seine Seiten abwechselnd durch einen von den zwei Doppelpunkten 
P und Q gehen, so können nur die zwei folgenden Fälle eintreten, 1) ent- 
weder die Doppelpunkte P und Q lassen kein einziges Steinersches 2n-Eck 


zu, 2) oder es sind deren unendlich viele möglich; im letzteren Falle i 


1S1 


jeder willkürliche Punkt der Curve einmal Eekpunkt eines solchen 2»-Ecks“. 


Beweis. Wenn man die Punkte P und 0 und einen dritten Punkt R 
ausserhalb der Curve C* als Fundamentalpunkte einer quadratischen 'T'rans- 
formation annimmt, so entspricht in dieser "Transformation der gegebenen 
Curve C* eine Curve EC” ohne Doppelpunkt durch P und Q und jedem 


*, Für die Ableitung der verschiedenen Oerter vergleiche man den Aufsatz von 
Herm ©. Le Paige „Sur quelques transformations geometriques uniformes“ (Bulletins 
de lV’Academie de Belgique 3. Serie, tome IV, no. 11; 1882) und für die Notation 
unseren schon oben eitirten Aufsatz, Art. 10. 
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Steinerschen 2r-Ecke in C* ein Steinersches 2n-Eck in C’, welches eben- 
falls die Punkte P und Q zu Steinerschen Punkten hat. In Verbindung 
mit den bei der Curve C* gefundenen Resultaten folgt hieraus unmittelbar 
der neue >Matz. 

Mehr im Anschluss an die Vorstellungen, in die Steiner seine Entdeckung 
der quadratischen Transformation kleidet, (Systematische Entwicklung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten, S. 254; Gesammelte Werke I, S. 409) 
hat schon Herr Weyr im 71. Bande dieses Journals diesen Beweis geliefert. 

. Bemerkung (von Steiner.) „Bei der Curve C° kann man die 
Seiten der Vielecke, die abwechselnd durch P und Q gehen, durch Kegel- 
schnitte ersetzen, welche durch drei feste Punkte der Curve und abwechselnd 
durch P und Q gehen.“ 

Beweis. Man betrachte die drei willkürlich angenommenen festen 
Punkte R, S, T der Curve C° als Fundamentalpunkte einer quadratischen 
Transformation. Entspricht bei dieser Transformation der Curve 0’ eine 
andere Curve C) durch AR, S, T, so kann man auf dieser neuen Curve 
0} ein Steinersches Paar nt“ Ordnung P,, Q, bestimmen. Die Punkte P 
und Q von C’, welche mit P, und Q, correspondiren, lassen dann eine un- 
endliche Anzahl von Steinerschen Kegelschnitt-2r2-Eeken zu, u. Ss. w. 

Steiner hat seine Bemerkung nicht nur für Curven C°, sondern auch für 
Curven ©* mit zwei Doppelpunkten aufgestellt. Wie schon Weyr am ange- 
führten Orte nachgewiesen hat, ist dies aber nicht richtig. Will man, dass 
ein Kegelschnitt durch einen der beiden Doppelpunkte die Curve in zwei 
beweglichen Punkten schneide, so muss man vier feste Punkte AR, S, T, L 
auf der Curve annehmen. Dabei tritt dann aber der Uebelstand ein, dass 
je zwei auf einander folgende Kegelschnitte identisch sind, da sie fünf ge- 
meinschaftliche Punkte haben. Wie wir sogleich sehen werden, sind die 
Steinerschen Kegelschnittpolygone bei Curven C* nur in einem besonderen 
Falle möglich. 


Vor den bekannten analytischen Methoden hat die hier entwickelte 
seometrische den bedeutenden Vortheil, gleichmässig auf Curven C° ohne 
und mit Doppelpunkt zu passen; die Methode von Clebsch dagegen, welche 
die Gleichung «+%+%,+%,= 0 zu Grunde legt, lässt sich nur auf Curven 
C’ ohne Doppelpunkt, die Methode von Weyr (Mathem. Annalen Bd. Ill 
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Seite 235 —238 und Clebsch-Lindemann „Vorlesungen über Geometrie 1. 
Seite 589) mittelst Einführung von Parametern ohne elliptische Funetionen 
naturgemäss nur auf CUurven C° mit Doppelpunkt anwenden. 

Aber auch die analytische Lösung (des Problems im Falle einer 
Curve ©’ mit Doppelpunkt lässt in der Untersuehung der Realität der 
Polygone der Behandlung nach zu wünschen übrig. Ausgehend vom Satze, 
dass die Gleichung einer Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt immer 
nur auf eine Weise in die Form 

+2 +2,00 = 0 
transformirt werden kann. wobei die Coordinaten der Punkte der C 
sich mittelst der Gleichungen 
or =W, 0, =U, 08, -(W@+1 
als Funetionen dritten Grades eines Parameters a darstellen lassen. findet 
man zwischen den Parametern x,. @.. a, von den drei Schnittpunkten einer 
beliebigen Geraden mit C° die Relation 
2 = —1. 
und hieraus folgt unmittelbar, dass P und O0 zwei Steinersche Punkte 
„ter Ordnung für die Curve sind, wenn ihre Parameter #, und a, der Gleichung 
u = u, 
senügen (Clebsch-Lindemann), oder wenn sie beide Wurzeln der Gleichung 


[2 


" = 9 


( 
sind, wo o eine willkürliche Constante bedeutet (Weyr). Nimmt man mun 
P als gegeben an und bestimmt Q aus der Bedingungsgleichung, so findet 
man bei ungeradem x als reelles Resultat nur g=p, was die Coineidenz 
der Punkte P und Q verlangt, und bei geradem » als reelles Resultat 
obendrein nur noch g= —p, was sich schon bei einem Steinerschen Vierecke 
vorfindet und desshalb nur Steinersche 4Am-Ecke liefert, die aus einer m-maligen 
Wiederholung eines Vierecks bestehen. Alles zusammengenommen würde 
es also scheinen, es gäbe nur Steinersche Vierceke, und dabei entspräche 
einem gegebenen Punkte P nur ein einziger Punkt Q@. Folgt nun das 
Letztere bei Vierecken in einer Curve C° mit Doppelpunkt allerdings aueh 
aus den geometrischen Betrachtungen, weil wirklich aus einem Punkte dieser 
Curve nieht vier sondern zwei Tangenten an «die Curve zu legen sind, so 
fordert doch der erste T'heil von anderer Seite mindestens Bestätigung. 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 2. 1D 
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Aber es lässt sich ganz leicht zeigen, dass die angenommene Glei- 
chungstform nur dann mit einem reellen Coordinatendreieck vereinbar und 
also das Gefundene nur dann gültig ist, wenn der Doppelpunkt der Curve 
©’ ein eigentlieher Knotenpunkt ist; denn bei der angenommenen Form der 
(Gleichung sind die Seiten &,=0, ©, =0 bekamntlich die Tangenten der 
Curve im Doppelpunkte, und x, = 0 ist die Verbindungslinie der drei Wende- 
punkte der Curve. Hat man es also mit einer Curve C’ mit isolirtem 
Punkte zu thun, so kann man die vorausgesetzte Gleichungsform nur er- 
halten, wenn man dem Coordinatensysteme ein theilweise imaginäres (oor- 


(inatendreieck zu Grunde legt, und dann folgt aus der Bemerkung 


&, dass 


imaginäre Werthe des Parameters a dabei reelle Punkte angeben können, 
die Unrichtigkeit der oben angestellten Betrachtung. 

Hat die Curve ©° einen isolirten Punkt, so kann man, wie es Salmon 
zuerst gezeigt hat, von der Gleichung 

(21 +2); = q; 
ausgehen, wo 2, = 0 eine Wendetangente, 2, =), = den isolirten Punkt 
und z,+tia, = 0 die beiden imaginären Tangenten der Curve in diesem 
Punkte darstellen. Bringt man nun die Coordinaten eines Punktes der 
Curve mittelst der Gleichungen 
or =uw+1l, 0 =u+l 0,=W 

mit einem Parameter # in Verbindung, so findet man zwischen den Parametern 
4, %,, a, der drei Schnittpunkte von C° mit einer beliebigen Geraden die 
helation 


vv tu+,—-unUu, = V 
oder 
u u —+u, 
Be I—u,m, 
Setzt man also mit Darege (Math. Annalen Bd. I Seite 512) 


u=t20, m=tg0, ;=teß, 


tem) 
so findet man zwischen den neuen Parametern 9, 6, 6, die einfache Relation 
9 +0-+09 = kn, 


wo 4% eine willkürliche ganze Zahl bedeutet. Und hieraus folgt weiter, 


dass P und Q ein Steinersches Paar x! Ordnung bilden, wenn ihre Parameter 


0, und Ö, der Gleichung 
rn... 


n 


(senüge leisten, wo e eine ganze zwischen Null und 2 gelegene Zahl be- 
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zeichnet, die mit » keinen gemeinschaftlichen Factor hat. Somit ergiebt sieh 
lie Realität von Steörerschen Polygonen aller geraden Seitenzahlen, und ist es 
ebenso evident, dass in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung mit isolirtem 
Punkte ein gegebener Punkt P bei einem Viereck einen einzigen Punkt O, bei 
einem Sechs-, Acht- und Zwölfeek zwei Punkte Q, bei einem Zehn-, Sech- 
zehn-, Zwanzig- und Vierundzwanzigeck vier Punkte O0. bei einem Vier- 
zehn-, Achtzehn-, Achtundzwanzig- und Sechsunddreissigeck sechs Punkte 
0), bei einem Dreissig-, Zweiunddreissig-, Vierzig- und Achtundvierzieeck 
acht Punkte Q@ bestimmt, u. s. w. 

9. Hat die gegebene Curve C’ einen Doppelpunkt D, sind die 
Punkte P, Q für sie ein Steinersches Paar »'" Ordnung, ist R ein beliebigen 
Punkt ausserhalb der Curve, und führt man die Curve mittelst einer qua 
‚ratischen "Transformation mit den Fundamentalpunkten P, O0, R in eine 
Curve C* über, so hat diese drei Doppelpunkte, P, O und den dem D ent 
sprechenden Punkt D,; ausserdem sind die Punkte P, Q für diese neue Curve 
ebenfalls Steinersche Punkte »'° Ordnung. Nimmt man nun abermals zwei 
canz beliebige Punkte S, T von C* und D, als Fundamentalpunkte einer neuen 
quadratischen "Transformation an, so geht CE’ in eine andere Curve CF und 
es eehen die Steinerschen Polygone in C* in INegelsehnittpoli one in © über, 


von denen die Kegelschnittseiten alle durch S, T und D 
wechselnd durch P und Q gehen. Hier ist also die in Art. 7 


aber nur ab- 
beschriebene 
Unmöglichkeit einfach dadurch aufgehoben, dass einer der drei festen Punkte 
der Kegelschnitte der dritte Doppelpunkt der Curve C* ist. 


10. Geht man wieder von einer Curve C° mit Doppelpunkt D aus. 
tür welehe P und Q ein Steinersches Paar x" Ordnung bilden, und unte 


wirft man diese Curve einer quadratischen Transformation, für die P, 0 
und der Doppelpunkt D die Fundamentalpunkte sind, so wird sie überge- 
führt in einen Kegelschnitt durch D, auf dem aber P und 0 nieht mehr 
gelegen sind. Und dabei ist es klar, dass jedes Steinersche 2n-Eck von 
C, dessen Seiten abwechselnd P und Q enthalten, in ein dem Kegelsehnitt 
eingeschriebenes 2»-Eck übergeht, dessen Seiten ebenfalls abweehselnd durch 
P und Q gehen. Mit ücksicht auf zwei ausserhalb des Kegelschnittes ge- 
legene Punkte P und Q hat man also bei den Curven zweiter Ordnung ein den 


Steinerschen Problemen analoges Problem erhalten; dasselbe bildet. wie man 


10" 
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unmittelbar eimsieht, einen ganz besonderen Fall des bekannten Satzes Pon- 
celets über das einem Kegelschnitte eingeschriebene und zugleich einem 
anderen Kegelschnitte umgeschriebene Polygon ®). Hierbei tritt aber der 
Umstand ein, dass man bei gegebenem P und » ftir Q nieht einige unzu- 
sammenhängende Punkte, sondern einen geometrischen Ort findet. Ich be- 
endige meinen Aufsatz mit der Aufsuchung dieses geometrischen Ortes. 


Fig. 4. Ist IN (Fig. 4) eine Secante des gegebenen 

AZ F Kegelschnittes X, und nimmt man nun MN und 

> We 20 ü die Tangenten in M und N als Seiten des Coor- 
I — _ /4  dinatendreiecks an, so ist die Gleichung des Kegel- 


sehnittes von der Form 

20 = 0. 
und die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Curve stehen dureh die Proportion 


> 


un = Fi 


mit einem ! arameter # in Verbindung. Ist nun der Schnittpunkt der beiden 
Tangenten der beliebig gegebene Punkt P, ist Q mit den Coordinaten 
y,9,43, einer der Punkte, die mit P für den Kegelschnitt ein Steinersches 
Paar bilden, und ist ABC ein "Theil eines Steinerschen Polygons, so hat 


man einerseits die Relation zwischen den Parametern zweier mit P auf 


einer Geraden gelegenen Punkte A und B, andererseits die Relation zwischen 
den Parametern zweier mit Q auf einer Geraden gelegenen Punkte B und 
C zu suchen. Die erste Relation ist sehr einfach, denn die Summe der 
beiden Parameter ist Null. Also kann man die Parameter der auf einander 
folgenden Ecken eines Steinerschen Polygons ABCDEFGH... durch «,, 
-, My —%, ».. bezeiehnen, und man hat nur noch die helation zwischen 
“, und @,_, (eigentlich zwischen #, und —a,_,) zu finden. Und diese ist 
ottenbar gegeben dureh die Gleichung 


u,_ı .-. l 
u, u, ii=0 
Y; Y: Y; 


older 
YUun-ıTtY, 


u, = R 
Yun 177 Y 


®) Vergl. „Trait& des proprietes projeetives des figures“, Bd. I, Seite 347 der 
zweiten Auflage. 
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. s ndliel RE | Ya _ fr 
und wenn man endlich = 2 und = y setzt, 
Y; Y; 
YuUn_ı+X 
u - 
Un—17 Yy 
(Gehen wir jetzt zur Speeialisirung der verschiedenen Fälle über. 
a. Viereck. Die Bedingung für ein geschlossenes Viereck ist offen- 


bar 3 =. Mittelst der allgemeinen Relation zwischen z, und «,_, ändert 
sieh dies in 
(y’+ z)u +2ıry 


2yu +{y’+r 


u = 
welche Gleichung unabhängig von den Werthen von «, erfüllt ist für y= 0. 
In diesem Falle ist daher der Ort von Q die Gerade &» = 0, die Polare 
von P in Bezug auf den Kegelschnitt, ein auch aus der Polarentheorie be- 
kanntes Resultat. 


b. Sechseck. Die Bedingung x, = x, geht in bekannter Weise über in 


y(y’+3r)u, +2(3y’+r) 
MH, 2 > > \ z z 
(34 rz)Ju Ty\Y 32) 


was in der Voraussetzung 3y-+x2=(0 wnabhängig von #, wahr ist. Hier 


ist also der Ort des Punktes O ein Kegelschnitt 35+x,r2, = U, welcher den 


vevebenen in den Punkten M und N berührt. 
c. Achteck. Die Bedingung x, = u, giebt 


(y’+6yr+a”)u, +Ieyly’+r) 
u = 


Ayly’ Ha), +(y'+6y'c+2°) 





was für den Ort von Q die Gleichung y/y-+x)=0 liefert. Hierbei ist 
y=0 oder = der Ort, für welchen die Achteeke aus zweimal dureh- 
laufenen Vierecken bestehen, und der Kegelschnitt „+ x = 0 oder #+ 2,0, =, 
welcher den gegebenen in den Punkten M und N berührt, der Ort der 
Punkte Q, die selbständige Lösungen liefern. 

c. Zehneck. Man findet 


u y(y’+10yr+52)u, + ey +10yr+r) 
1 


Aut 2 _Lm?\ BET ETE > | An? 
Oy'+10yc-+a2)u, +y(y'-+10yc-+5r°) 


und für den Ort von Q die Gleichung 5y'+1lOyr+xr’=0, die sich in 
y+z(1+2Y5) —=() und y+x(1—-2V5 —() zerlegt; dies ergiebt also zwei 
Kegelsehnitte, welche beide den gegebenen in HM und N berühren. 

d. Zwölfeck. Der Ort von Q ist 6y’+20y’r+6yr’ = 0; diese Glei- 
chung lässt sich zerlegen in y=0, 3y’+z2=0 und yY+3r=0. Da nun 
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y=0 dreimal durehlaufene Viereeke und 3y’+x = 0 zweimal durchlaufene | 0 
Sechsecke anzeigt, so enthält der Kegelsehnitt y„’+3x2 = 0 oder a+3x2,2; = 0). 

welcher immer wieder den gegebenen Kegelschnitt in M und N berührt, 

die Punkte Q, welche mit den eigentlichen Lösungen des Problems in Ver- D 
bindung stehen. 





di 
e. 2n-Eck. Im Allgemeinen findet man für den Ort von Q die u 
Gleichung 

ni 

(n—1)(n—2 | (n—A)(n—2)(n—3)(n—4) ._; 

n ı, nen—I)(n—2) „ss, , nan—I)an—2)(n—3)(n—4) „5 .t 

u" —- yc+ a —  Teirete. = V, st 
ine: : = ua Bi: 1.2.3.4.5 Me 


welche sich bei geradem » in y=0 und 5 —1 Gleichungen von der Form 
y-+Axz=0, bei ungeradem » in E Gleichungen von der Form y+Ar = (0 
zerlegen lässt. Desshalb besteht der gesuchte Ort immer aus einigen 
Kegelschnitten, welche den gegebenen in M und N berühren, entweder mit 
oder ohne Hinzunahme der Polaren MN von P, jenachdem » gerade oder 
ungerade ist. 

Es ist ein Leichtes, die Aenderungen anzugeben, welche eintreten. 
wenn die Polare von P den gegebenen Kegelschnitt nieht schneidet. In- 
dem ich dies dem Leser überlasse, zeige ich nur noch, wie die vorigen 
Itesultate sich fast ohne alle Rechnung ableiten lassen. 

Setzt man —yz anstatt x in die allgemeine Gleichung 


yun-‘t x 
u = Fe . 
Unit % 
ein, so geht sie über in 
Un—ı v 
Un Y u 
? Uni 
Y 14 
Y 
. . HM ,, Der 5 “ 
Hierin dureh ®,Vz ersetzt. wird es 
Y 
Cn —- 2% 
D 
1 +%-ı] Pe 
oder mit Einführung von tgy, für v, und tg« für Vz 


pn = pM-ıoa+ka, 
wo 4 eine ganze Zahl bezeichnet. So findet man im Falle eines 2»-Ecks 
für den Ort der Punkte Q die Gleichung 


na —= kn 


1 
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oder 
[3 » » } I pe 2} 
n Aretg "u ka. 


) >  ; 
Dies liefert für 7 


eine Reihe von Werthen und stellt also eine Curve dar. 


lie aus einer Combination von den auch oben gefundenen Kegelsehnitten 
besteht. Denn es ist wieder ein Leichtes, das zweite allgemeine Resultat 
mit dem ersten, das die Binomialeoeffieienten enthält, in völlige Ueberein- 


stimmung zu bringen. Dies aber will ich dem geneigten Leser überlassen. 


Groningen, 9. Dee. 1882. 























Ueber die Curven, welche sich so bewegen können, 
dass sie stets geodätische Linien der von ihnen er- 
zeugten Flächen bleiben. 


(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


; Ane solche Uurven genügen der Difttferentialgleichung 
T Y S 


1.) A B C +as+by+ecl =, 


“» 
5’ 7 = 


> 


wobei a, b, e, A, B, C Constanten und $, 7, € die Riehtungseosinus der 
Hauptnormale bedeuten. 

2. Genügt eime Curve nur einer solehen Differentialgleichung, so 
hat sie die angegebene Eigenschaft nur, wenn ihre Bewegung um eine be- 
stimmte Axe und zwar so geschieht, dass die Winkelgeschwindigkeit zur 
Gleitungsgeschwindigkeit ein constantes Verhältniss beibehält. Wird die Axe 


der Bewegung als z-Axe angenommen, so wird die Differentialgleichung (1. 


an—ys+kl =, 
und die Curven werden von den Gleichungen gegeben 
| ?e=g (9)c0s6, yy (H)sin®, 
(2.) N | | 
x | 3 = 1: / \Cy’+m) Cy+eI—m)(p’+gp)\do, 
— m. 


wo (6), oder bloss 9, eine willkürliche Funetion von # ist. Die erzeugte 
Fläche hat die Gleichungen 
> ou F} v “ — . . - FEN n4% I f N 
z—=u.c0os0, y=asınv, 3=ko+flu). 
3.  Genügt eine Curve zwei Differentialgleichungen von der Form (1. 
ze y 3 2. 4.8 


.% A B Ci+2a=-(0, A B (| +2a:=(, 


» 


- 








ul 


Ww 
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so ist sie fähig, die betrachtete Eigenschatt auch bei complieirterer Be- 
wegung beizubehalten. Die momentane Axe der Bewegung bleibt alsdann 
in Bezug auf die Curve selbst) einer Ebene parallel. deren Gleichung 


2 90 3 
a () 
Aa € 


ist. und schneidet eine Gerade, welehe senkrecht auf dieser Ebene steht. Wird 


diese Ebene als xzy-Ebene angenommen und die Gerade als z-Axe. so 


N 


lassen sich die Gleichungen (3.) in die Form bringen 
as = (b I S)1— Y- UV, b—2 sfTanTrIs = ), 


und die Gleichungen der Curve sind alsdann folgende 


’& 


ER ) M W ) 
[? = 1f0’le Jam 2 | Zee 
(4) ER U 
P — 1yl}| e' ! Ze 7 
wo 
N = (2Zab— mm) — \a’+(2+b)— m)! +(2—b)—m 
d=a’+(z+b)-m, = a’+(z-b)—m”, n = ?2ab— mm. 


Diese Curve hat die Eigenschaft, geodätische Linie der von ihr erzeugten 
Fläche zu bleiben. wenn ihre Bewerung foleendermassen eeschieht. 

Die rechtwinkligen Axen or, oy, oz, auf welehe die Curve bezogen 
ist, sollen den Hauptriehtungen einer beliebig gewählten Curve parallel 





bleiben (und zwar die s-Axe parallel der Hauptnormale) und der Anfangs- 


punkt o(zuy,2,) soll sich nach folgenden Gleichungen bewegen: 


a & a ). 
u =Aa \- — )ds+ b/ 5 )ds, 


1 M) % 
“ (u _ PN 1 (PER 
y, = af - n \ds- / Fr rn ds. 


= a/(” 2 )as+o /(7 —,)as, 


0 
worin a, 9, y die Cosinus der Tangente der beliebig gewählten Uurve, 
,, u, v diejenigen der Normalen zur Schmiegungsebene und endlich o und 
T die Krümmungsradien derselben Curve sind. 
Die bei dieser Bewegung erzeugte Fläche (X, Y, Z) hat die Glei- 
chungen: 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 2. 16 
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? \ p) l > ı ! ! \ 
Ä= af ee d+— ‚ ee +00 a'+a)\ ds 


ads (@+00'«@ +0’«')y ’ \ 
+25 /* tar tea’ (s+b), 


= 


Y = af Be'd4 37 (He BB) ds 





D. 
Bd: 300 +o’ANı b\ 
+ 20 /- a Px-+ ‘ gr y +eP'(a+b), 
E | u 2 Er \ 
2 m a / Ivo! A1- 4 vr; je (0 Y +00'y'+y)\ds 
yds (rt+oor +e’r")y N 
+21 / Ive- 70; ) +0y (3+b) 


In «diesen Gleichungen bedeuten «, ?, y drei willkürliche Funetionen der 
Variabeln s, welehe nur die Gleichung @+/P’+y’=1 zu erfüllen brauchen: 
z und y sind die durch die Gleichungen (4.) gegebenen Funetionen von z, 
so (dass die Coordinaten X, Y, Z irgend eines Punktes der Fläche als 
Funetionen von zwei unabhängigen Variabeln s und z ausgedrückt sind. 
Zur Abkürzung ist noch gesetzt 


) 

| » I») n ' y/ ! 
=a+h tv 1= 0 ) nr 

0 >» / 


Im besonderen Falle, wo die Constanten A, B, C der Gleichungen (3.) 
alle drei Determinanten 

A B B C CA 

7 me ST re 
zu Null machen, behält die momentane Axe der Bewegung immer dieselbe 
iehtung bei und beschreibt (in Bezug auf die Curve selbst) eine Ebene. 
Wird diese Richtung als Richtung der s-Axe angenommen und die Ebene 
als z.r-Ebene, so werden die Gleiehungen (3.) auf die Form gebracht 


= U), N + kÖ == A) 


und die Curve hat die Gleichungen 


Er = A) 
j x. dx 

Y(mx-+-m')' +? (m’— x”) 

Diese Curve leistet dasselbe, wenn ihre Bewegung folgendermassen geschieht. 


z—hy = kYl+k’—m’ / 


u 





de 


14 
ha 


W 


ki 
in 
se 
kl 
of 
die 
MW 
ei 


ii 


NO 
de 
ul 
Ss6 
di, 
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Die Ebene der zz soll eine beliebige (ylinderläche stets berühren, 
. . . . de . er Ei . 
und die Drehungsgeschwindigkeit qy im die Berührungslinie (welche «die 


dy 
di 
derselben Linie durch die Gleichung dp = a.s.do verbunden sein, wo s den 


Areus des Hauptschnittes der Cvlinderfläche bedeutet. 


Richtung der z3-Axe hat) soll mit der Gleitungsgeschwindigkeit längs 


4, Genügt eine Curve drei verschiedenen Gleichungen von der 
Form (1.), so ist sie nothwendig eine ebene Curve; und jede ebene Curve 
hat die betrachtete Eigenschaft, wenn ihre Ebene auf einer beliebigen ab- 
wickelbaren Fläche rollt. 

Die gerade Linie hat offenbar die betrachtete Eigenschaft bei irgend 
einer Bewegung, 


Hiermit sind alle Lösungen der Aufgabe angegeben. 


Man denke sich eine Curve in zwei unendlich nahen Lasen. Man 
kann sie, wie bekannt, von der ersten Lage in die zweite übereehen lassen. 
indem man dieselbe um eine bestimmte Axe dreht und zugleich längs der- 
selben Axe fortschiebt. Wenn nun die Curve bei einer solehen unendlich 
kleinen Bewegung um eine Axe die betrachtete Eigenschaft hat, so hat sie 
offenbar dieselbe Eigenschaft, auch wenn sie von der zweiten Lage durch 
dieselbe Bewegung in eine dritte kommt, und so weiter. Es muss also 
‘wenn die Aufgabe lösbar ist) Lösungen geben, bei denen die Curve um 
eine feste Axe sich dreht und zugleieh längs derselben Axe „leitet. Diese 
Lösungen wollen wir zuerst aufsuchen. 


I. 

Die Axe, um welche sich die Curve bewegt, sei als z-Axe ange- 
nommen, und die rechtwinkligen Coordinatenaxen or, oy, 02 seien fest mit 
der Curve verbunden. Dreht sich nun die Curve um diese Axe um den 
unendlich kleinen Winkel do in der Zeit dt und gleitet zugleich längs der- 
selben Axe um die Strecke dgp, so haben die Uomponenten der Geschwin- 
digkeit eines ihrer Punkte, dessen Coordinaten mit x, y. z bezeichnet 


werden, folgende Werthe 


-ydo, zdo, dy. 


und da die Geschwindigkeit jedes Punktes der Curve auf der Hauptnormalen 
16* 
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derselben (in diesem Punkte) senkreeht stehen soll, damit die Curve eine 
seodätische Linie der erzeugten Fläche bleibe, so folgt die Bedingungs- 


w 
eleichung o] 
(an—yS)do+ldp = Q, 
wo Ss, 7, © die Richtungscosinus der genannten Hauptnormale bedeuten. 
Diese Gleichung soll aber in jeder Lage der Curve erfüllt werden; | AU 
und da bei der Bewegung die Coordinaten x, 9, 3 des betrachteten m 
Punktes und die Cosinus 5, 7, TC unverändert bleiben, so folgt, dass auch BE das 
de n ’ 2 
n unverändert bleiben muss; sei 
dd) 
de l; Wo 
dev 1 
der 
dann wird die Bedingungsgleichung 
en —yS+hl =U, eg 
welches eine -Differentialgleichung der Curve ist. DBezeichnet man die dur 
ichtungscosinus der Tangente der Curve im Punkte (zyz) mit «e, 9, y. 
so sind bekanntlich die &, 7, Ö den Differentialen de, d/, dy proportional: seh 
daher ist | die 
/) I u 
zd?—ydae-+kdy = N, PR 
d. 1. f 
dy d. dz | 
ed —- —yd + hd = 0, 
ds YC as de ds 
also 
dy de . dz j 
e——1 +k — km wei 
ds As "Rs r | ; 
zdy—yda+kdz) — km (de’+dy +dz‘). zu 
Da die drei Coordinaten der Curve nur durch diese eine Gleichung ver- 
bunden sind, so folgt, dass es unendlich viele Curven giebt, welche die ah 
Fähigkeit haben, sich um eine feste Axe so zu bewegen, dass sie stets Ihre 
geodätische Linien der erzeugten Fläche bleiben. en 
Setzt man nun z=rc0sd, y=rsin®d, und löst die Gleichung nach em 
dz, so kommt ) heit 


l ) ) vw ”“ 2/2; dr? ) 
kdsz = tm \r+(l—m)h (r +5 )\dO. 


1 — m? | 
Hieraus ergeben sich die im Anfange gegebenen Gleichungen (2.), wenn man 


: um 
. 2 AN . . C . 
statt r eine willkürlicehe Funetion von ®, und — G statt % sehreibt. 
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Um jetzt die Gleichungen der erzeugten Fläche zu finden, bemerken 
wir, dass bei der Bewegung alle Punkte der Curve Schraubenlinien mit 
oleicher Höhe (27%) erzeugen; folglich ist in jedem Punkte der Fläche 


oO 





FEN Mn. * N 
6.) z=ucos, y=usnmv, 3=ko-+f(u). 


Aus dem Umstande, dass die Grössen E, F, @, D, D', D" dieser Fläche 
nach der Gaussischen Bezeichnung) nur von » abhängen, tolgt unmittelbar. 
dass die Differentialgleichung ihrer geodätischen Linien folgende Form hat 


few) 


d’v A ( dv w B( dv \ı r{ dr N. 


du? du du / \du/' ed, 
wo die A, DB, C, C’ nur von «a abhängen, so dass alle geodätischen Linien 
der Fläche durch eine Gleichung von der Form 

ve = 0(u,C,)+C: 
oegeben werden, wenn die willkürlichen Constanten C,, ©, alle Werthe 
(durchlaufen. 

Aus dieser Gleichung der „eodätischen Linien ist nun leicht zu 
sehen, dass jede von ihnen die Eigenschaft hat, durch ihre Beweeung um 
die z-Axe die Fläche zu erzeugen. Man betrachte nämlich eine bestimmte 
veodätische Linie, die zu den Werthen €) und C} der Constanten C, und 
0, gehört, und welche also die Gleichungen hat 





2 = u.cos(0+ C;), y= n.sin(o+ CC), 3=ko+kl,- fu), 


wenn ©, den Werth ©, beibehält; indem ©, alle möglichen Werthe dureh- 
läuft, bewegt sich offenbar die geodätische Linie um die z-Axe, ohne sich 
zu ändern. 

Es ist noch zu bemerken, dass auch die Krümmungslinien und die 
asymptotischen Linien derselben Fläche (6.) die Eigenschaft haben, durch 
Ihre Bewegung um die z-Axe die Fläche zu erzeugen. Auch ist sie die 
einzige Fläche, deren Krümmungslinien (jeder Reihe) verschiedene Lagen 
einer und derselben Curve sind; dies werde ich bei einer anderen Gelegen- 
heit beweisen. 


11. 


Wir wollen jetzt diejenigen Lösungen aufsuchen, bei denen die Axe, 


um welche sich die Curve bewegt, keine feste ist, sondern sich mit der 
Zeit ändert. 
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- Zu dem Ende seien 
(6. z—P r.. y—O BR z—R 
Br p q r 
die Gleichungen der momentanen Axe zur Zeit £ in Bezug auf ein recht- 
winkliges mit der Curve fest verbundenes Coordinatensvstem; dann sind die 
Componenten der Gesehwindigkeit des Punktes (zyz) der Curve folgenden 
(srössen proportional: 
y-Q0 z—R s-R x—-P 
do-+pdy. 
q r r p p q 
do und dy sind die Elemente der Bewegung um die momentane Axc 
während des Zeitmomentes dt. 


a di Due 


do+gdg, do-+rdg: 


Soll nun die Curve geodätische Linie der von ihr erzeugten Fläche 
bleiben, so muss die Hauptnormale derselben in jedem Punkte senkrechi 
auf der Geschwindigkeit desselben Punktes stehen: es folgt also die Be- 
dingung: 


r-P y-QO z—-R 
p q r 


& ? 


do+(ps+qn+rö)dp = V. 


welehe die Form annimmt 


E“ IS + An+ A -+p(an—y)+glal—zS)+r(y-aen) = 0, 


1/ 


wenn oesetzt wird 


2 


F i ig x dy 
Pa Or— R 5 A — > ER | ? — I Z = 

Er 1 1 de ‚hp Pr), I do 
In dieser Gleichung sind die Grössen IT, A, A, p, q, r Funetionen der Zeit t. 


während die Grössen z, y. 2, &, 7, ö nur von dem Areus s der Curve abhän- 


een. Soll aber eine solehe Gleiehung zwischen Functionen zweier Variabelh 
bestehen, die unabhän 


de 


-(Pq-0p). 


gig von einander sind, so müssen (wie es sich durel 
die Theorie der linearen Differentialgleichungen leicht zeigen lässt) zwischen 
den sechs Grössen /J, A, A, p, q,. r eine Anzahl © @ = 6) linearer und 
homogener Gleichungen mit eonstanten Coeffieienten existiren, und zwischen 
den sechs Grössen $, n, C, (an—y-), (2I— 38), (yg— an) müssen 6—i ebenfalls 
lineare und homogene Gleichungen mit eonstanten Coefficienten bestehen. 
Die Anzahl © kann nicht gleich sechs vorausgesetzt werden, dem 
dann müssten alle /7, A, A, p. q. r gleich OÖ sein, was nieht möglich ist. 


Wenn öi=D ist. so lassen sich dieselben Grössen mit Hülfe von 
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Da 
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die 
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einer unter ihnen ausdrücken, die ich mit g bezeichnen will; 
IT=a.g A=b.g, 


es ist also 


A=c0.9, p=A.g q=B.g4, r=C.g, 
und die Bedingungsgleichung (7.) wird alsdann 


2 y 3 


A B CH+as+bn+c=V$. 


De 


Da aber die Verhältnisse der Grössen p, q, r constant sind, so folgt, dass 
die Riehtung der momentanen Axe eine und dieselbe bleibt: und wenn man 
lie s-Axe parallel mit dieser Riehtung 


nimmt, so Ist p=0,qg=VQ, 
II A 


mithin 
auch ee. CONnSst., 


— eonSt. und 


I} 


— = eonst.: folglich P= const., Q 
n 
und R= const. Hieraus folgt, dass 


unverändert bleibt. Dieser Fall ist 
Seinun ?’=4. 


CONST. 
in diesem Falle die Axe der Bewegung 
schon erledigt. 

Dann lassen sich die sechs Grössen mit Hülfe von 


zweien unter ihnen ausdrücken, die ich mit g und A bezeiehne: es ist also 


I = ag+ah, K=bg+bh, A= cg+ ch, 


p= Ag+Ah, q=Bg+bh, r=0g+Ch, 
und die Bedingungsgleichung (7.) 


zerspaltet sich in die zwei folgenden 
2 94 3 ze y 3 
(6) A B C+zra5=0, ‚A B U +Zas-= 


"» 


Un 
m 


l — 


Un 
— 


Wir nehmen nun an. dass die drei Determinanten 
A A B Fr ( (! 
2 BB A A A 


nicht alle gleich Null sind (dieser besondere Fall wird nachheı 


* betrachtet). 
| Dann finden wir aus den vorigen Gleichungen 
BE Be Tr; 
# „BP =o0 
| r CC 


Diese Gleichung zeigt, dass die momentane Axe stets einer Ebene parallel 


Ä bleibt; nimmt man diese Ebene als zy-Ebene, so it r=0, d.i. ( 
A A 


Y 


— ( — (), 


und da die Determinante verschieden von Null ist, so lassen sich 


bb 
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die zwei Grössen % und g durch die p und q linear und homogen ausdrücken. 


Man kann daher annehmen g=p und h=gq, d.h. man kann setzen A=1, 
A =09. B=0,. P=1. Dann ist 


HN =ap+ag, K=bp-+bg, A=cp+ca. 
oder, wenn man statt /7, A, A ihre Werthe einsetzt: 


Ei dy 


dy 
©.) pP ai 


+Rq=ap+ag, q 2 Rp=bp+bg, Op—Pg= cp+cg. 


de 


Die letzte Gleichung zeigt, dass die momentane Axe, welche nun die Glei- 
chungen hat 

EEE 
die Gerade e=—c, y=e stets schneidet. Wenn man also diese Gerade 
als s-Axe annimmt, so ist e=ce=(0, mithin auch Z=0 und P=0=\. 


z—P —() 
2 0 un A PT 


so dass die momentane Axe folgende Gleichungen hat 
=, s=R. 
pP 1 
löst man noch die übrig gebliebenen zwei Gleichungen (8.) nach den un- 
dy 


bekannten 
de 


und R, so findet man die Werthe 
6 A re Fe er 
(p+qg)- nn = ap+(a+ b)pg+bgq. 
do 2 
(p+q)R = (a-b)pg+ag —bp‘. 

Die verschiedenen Lagen, welche die Axe der Bewegung einnimmt 
in Bezug auf die mit der Curve verbundenen Axen), bilden eine Fläche. 
deren Gleiehung ist 

(e+y)z = (a—-b)cey+ay— ber. 

\ Y \ / « Y 
Nun lässt sich aber die homogene Funetion zweiten Grades 

(a—b)ay+ay—bx' 

dureh passende Wahl der Axen or, oy auf der @y-Ebene in die Form 
bringen Mx’+Ny’: folglich kann man setzen a=b'. Dann wird die Glei- 
chung der Fläche 
(z+y)z = ay-—-br. 


Setzt man endlich 3-+o statt z, so wird diese Gleichung 


eo) 


(e+y)3 = (a-po)y-(b+te)z, 


und man kann die Constante o so bestimmen, dass «—o = b+e wird. Daher 








d 


W 


\ 
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kann man annehmen a =b. Alsdann werden die gefundenen Gleichungen 


r = VD, P = Ö, () u V, ‚äh, 0), 
2, .,n dp u; 5 IT = ap+ bg, 
+q) = a(p+g)+2bpg, ler 
(p+q) 2. (p+qg)-+2bpg ode a ee 


(p+g)R = biq—p)), A=0. 
Die Gleichungen («.) werden jetzt 
reed et=0 


dies sind die Differentialgleichungen der gesuchten Curve. 


Um die Curve aus den Gleichungen (9.) zu finden, ersetzen wir die 
Cosinus &, 7, © durch die Differentiale de, d?, dy. Dadurch werden die 
ersten Glieder derselben vollständige Differentiale, und wir finden nach der 
Integration 

(1W.) acr+(b+2)P-yy=m, (b-z2)a+aß+ay=m. 
Man setze noch 

11) air+lb+z)u-yr=y, (b-z)A+au+tarv=g, 
wo 4, a, v die hichtungscosinus der Normale auf der Schmiegungsebene 
der Curve, und y, y zwei Hülfsvariabeln bedeuten. 

Aus den Gleichungen (9.), (10.), (11.) findet man nun leicht folgende 





P N 7 m ’ .) En W N 
12.) (| a=matgph, b+23=mP+yu, —-y=my+tyr, 
5 n pr ‚= ıd ! uhr fi. ’ . 
a lb-23=ma+tyl, a=mp- pi, z=my+yrv, 
E woraus folgt 
e, 
13.) ®+(b+2)+y—m=y, a +(b-z3) +2 —-m’=gy", 2ab- ay— mm =yg". 
Wenn man die y, p aus den letzten Gleichungen eliminirt, so kommt 
la’-+(b+2)+y—m’\.la+(b—-z) +x2’—m’) = (2ab— ay — mm), 
eine Fläche vierten Grades, auf der die gesuchte Curve liegt. Löst man 
m ferner die Gleichungen (12.) nach den Cosinus, so findet man folgende 
ji Werthe 
| ap +(s—b)g . (b+2)p'—ay zp+yg 
Q = r re. >» = ! . Y Be ! J 
me —mp | mp —ın'y ( mp — m'y 
' m'a-+-m(z--b) m'(b+3)— ma mc+ m'y 
ı = — r ik = — f v . n z 
mp—my ' mp — my ' mp —m'q 
El Ei 1 ER s—dy es Be | ie a ec 
\ . mp —my mp—my ' 7 mp -— my 
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gung gung 


Betrachtet man nun die vier Variabeln x, y, 9, g' als Functionen von z, 
so findet man aus diesen Gleichungen 


(14. de «©  _ ap+ls—b)Y . BE: SER (b+2)py—ap 


m 37 ur ’ dB y zu t+yg' 
und aus den Gleichungen (11.), wenn man dieselben differentürt und die 
zwischen den neun Cosinus geltenden Relationen beachtet, 
(15.) dp _ & Fa (b+2)e-+ay dgy' = #8 eilt > ke 
dz Yy zg+yp ' ds Y TE rYPp 
Der Nenner zy+yg', den ich der Kürze wegen mit N bezeichnen will, 
lässt sich gleich durch z ausdrücken: in der That, es ist identisch 
aytYp)" = (ayte)--N)E-T), 
also nach den Werthen (13.) 
(zp+yp)” = (Zab—mm"’— \a’+(b+2)’—m’|.|a’+(b—z)--m”); 
folglich ist 
N’ = n’—d.d', 
wenn gesetzt wird 
' n = 2ab-- mm‘, 


(16) I d=a+@H+H—m = y, 





(d' = @+(3—b)—m" = p"—r. 
Die Gleichungen (14.) und (15.) lassen sich jetzt auf folgende Weise schreiben 


dx 


) ‚ dy 
dz 


N = 09 —(z+b)p', 


—ap—(z—-b)y, N 


ig’ .dy 
N r. = —ac +(z—b)y, N T, 


= ay +(s+b)e. 


Daraus folgt 





r I( Lg’ N \ T 1 + | ! k 
NER _ aa )4+Yy-P)@-b), NEUEN — a y+p)+@-pYa+b 
oder | 

‚ di(c+g') vg  Uly+Y) eg" 
FETTE re nen „ VRR. .irr r 

di 4-5) ojar+e) THE) EN 


Und da 
+ )y+y) = (ay+ gg) +(ap+yp) = n+N 
ist, und 
y’— p' ur si Ö, e—gp' u ld, 
so folgt 
d(z+g) _ _ a Ö a 


“ Bl 10:77 Ble Be dee 








ul 


fo 


ul 


al 


Ww 


04 
GC 


In 





1 








und 
dl(y-+%) a AN Ö' a _ ap" -N 
—— nn = —-(s} rg (+5 
dz N PTIRNNH) NN V.ö 
oder 
x . ( 
au r 
yo’ ) RE a 1 n(s—b) 
dz N \.o' 
und 
? ( 
al“ Tr I 
d 7 h) 
2 N N.Ö 
folglich ist 
af JE 
t+p = \d'.e les V.d 
hi f ! EM )d 
Er WE / Far Doc Zn 
und aus den Gleichungen (16.) 
FE ER eat) 1... 
p—x = Yd,.e’'! * 1% 
a ROT Ban \_ 
Zu Fell 1.27 
also 
) ’ dz ( ) 
z = 1Y0 Ar BR Te A 7 zu 
(17.) , Eu. » 
a 5 au, ER MR un. 
u. Di. ev 0 Kuh ur Tr A u. 
1% ac 1Y0.| C u 





womit die Curve bestimmt ist. 





Es bleibt noch übrig, die Bewegung dieser Curve zu bestimmen, bei 
welcher dieselbe eine geodätische Linie der von ihr erzeugten Fläche bleibt. 

Bewegt sich die Curve und das mit ihr fest verbundene Axensystem 
0%, 0Y, 03 nach irgend einer Bewegung, so gelten in Bezug auf ein festes 
Coordinatensystem folgende Bewegungsgleichungen 


> = zytac+iy+Sz, 
(18.) Y= yt+Ppx+uy+ns, 
2 = atyatrgtie 


In diesen Gleichungen bedeuten die «, ß, y; A. u, v; & 


»/: » 7 


9 


1 


— 


‚ © die Richtungs- 


* 


=] 
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cosinus der Axen oz, oy, oz zur Zeit t in Bezug auf das feste Axensystem 
OX, OY,. 0Z; z,y,3, sind die Coordinaten des Anfangspunktes o und X YZ 
die Coordinaten des Punktes zyz ebenfalls zur Zeit t. 

Bezeichnet man nun mit a, ve, w die Componenten der Geschwindig- 
keit des Punktes (eyz) in Bezug auf die Axen or, oy, oz, so ist bekanntlich 


u.d = Zade,—ry+g2, 
v.dt = Iida,—ps-+rr, 


w.dt = ISde,— gc-+py, 
wo 





p= ZAds, = Side, r= Zad. 


Da die Grössen p, q. r den Cosinus der momentanen Axe in Bezug aut 
die Axen ox, oy, oz proportional sind, so kann man sie als identisch mit 
den gleichnamigen Grössen ansehen, die in den Gleichungen (6.) der 
momentanen Axe vorkommen; auch sind die Summen Iodr,, Iidx, ZSde, 
identisch mit den /7T, A, A (7), weil sowohl diese als jene, wenn sie durch 
dt dividirt werden, den Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
0o(2,Y,3,) gleich werden. 

Nun soll aber die Bewegung derart sein, dass folgende vier Glei- 
chungen stattfinden. 





r=0, N=zap+bg, K=zag+bp, A=V, 
folglich muss sein 
ZSodi — V 
und 


Zodı, = ap+bg, 


(19.) 


ar — ag-+bp, 
Aus diesen Gleichungen kann man &,4,3,, also die Bahn des Anfangspunktes 


o bestimmen. wenn man die neun Oosinus kennt. welehe also nur die Glei- 
chung Fedi=0 zu erfüllen haben. 


7 


Be = ld, 


Diese Gleichung Fed = 0 drückt aber weiter nichts aus, als dass 
die Axen or, oz, oy den drei Hauptriehtungen einer beliebig gewählten 
Curve (Tangente, Hauptnormale und Normale auf der Schmiegungsebene) 
immer parallel bleiben. In der "That kann man die Differentiale der neun Co- 
sinus in die folgende Form bringen: 


ab 


(rl 





Set 


W; 
hle 
Dal 
i 
ZW 


au 


(ie 


we 


we 


als 
du 


(l 
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de = gS; ds =pi—ge, d.=—p£, 
d3=gn, dy=pu—qgP, du= —pn, 
dy=g&, d=pr—-gy, dv=-pl, 


„ber auch die gleichnamigen Cosinus jeder Curve genügen folgenden 
(Gleichungen 


da =$do, d5= —ado—Adr, di =Sdı, 
d# = ndo, dyn= —Pdo-udı, du = ndr, 
dy =&do, dö=—-ydo-rvdr, dv = dr. 


Setzt man also dt = ds und nimmt eine Curve, für die man hat 
de=—p und do=g, 

was immer möglich ist, welche Werthe auch die p, q haben mögen), so 
bleiben die Axen or, oz, oy den Hauptrichtungen dieser Curve immer 
parallel. Da aber die p, q willkürliche Funetionen sein können (weil 
„wischen den Cosinus die einzige Gleichung Fodi = 0 besteht), so folgt, dass 
auch die Curve ganz beliebig sein kann. 

Die Bewegung des Anfangspunktes o ist vollständig bestimmt, sobald 
ie Leiteurve gewählt ist; denn die drei Gleichungen (19.) geben nun 


nn Haren 


(>) t en { e — ß E. [ P pin P > 
20.) dy, = al 01 )ds b\ a )ds, 


ax = a(”, - 1) ds b( : — 7) ds. 


wenn durch o und T die zwei Krümmungsradien der Leiteurve bezeichnet 
werden. 

Die Cosinus £n7{£, Aur der Leiteurve lassen sich nach den bekannten 
Formeln mit Hülfe von «?y und ihren Ableitungen ausdrücken. Setzt man 
also ihre Werthe in die Gleichungen 


(18.) und ersetzt auch die 2,90%, 
. Y » . . » Yr [2 
dureh ihre Werthe aus (20.), so findet man die im Anfange £eschriebenen 


Gleichungen (5.) der erzeugten Fläche. 


Inteeration des alleemeinen Svstemes 
en) > » 
xy 3 ze y 2 
AB CHZai=(, A B CU+zZadc=0, 


= 7 > ıS N = 
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Die vorhergehenden kinematischen Betrachtungen haben gezeigt, dass die 
Integration dieses allgemeinen Systemes durch passende Wahl der Coor- 
dinatenaxen auf die Integration des speciellen (9.) zurückgeführt werden 
kann. Es lässt sich aber auch unmittelbar integriren. 

Zuerst ist zu bemerken, dass man immer die Summe IAA' gleich 


Null machen kann. Dazu hat man statt der zweiten Gleichung folgende 
zu nehmen 


x y 3 
A+0A B+oB C+oCi+Z(a+0a)5 = (0, 
S 7 C 


und die unbestimmte Grösse o so zu bestimmen, dass die Summe FA(A'+Ao 
gleich Null wird. Wir nehmen also an, dass FAA = ist. 

OÖrdnet man die Gleichungen nach den £, n, , so nehmen sie dis 
Form an 


hö+hkn+ths=t, zfs=U, 
gen ei oder wre 
fis+tfon +h6b =V, zfh5=VU, 
wo 
2 it Z 
fi = 4- J j = a- A I LEW. 
B C =: € 


und durch Integration erhält man wieder 


Zfe=m Zhe=m. 
Setzt man nun noch 


Zfi=g, Zfi=g, 


so kann man, wie bei dem speeciellen Systeme geschehen ist, die neun Cosinus 
mit Hülfe der übrigen Grössen ausdrücken. Wenn man alsdann setzt 


| A BC A Bc A BC 
A B C=w A B UÜ=-o, A PB = w-1lFr(Aa- Aa), 
fi f: f; f  B | € Y S 
T=3A, T=3A”, k=1r(Aa+ Aa), 
I 0 Aa T 0 k— w 
o=—| 0 r k+w, Ü =-—-| 0 T ZAa, 
ZAa k+w m Ik-w» Aa m’ 
1 Ü k— w 
n=—| 0 T Ad 


1} 


ZAa k+w mm 














\ 


de 


A 
da 
03 


d: 


da 


m: 
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und 
N? = #-0d.!. 


und die vier Grössen y, g', a, ve als Functionen von w betrachtet, so findet 
man (auf dieselbe Weise wie bei dem speciellen Systeme), indem man die 


Ableitungen von a--g'Yrr', e+gYrr' berechnet: 


l 


a ’ dw ’n(lo—h un - ” ) 
gl tu) ) FT, rZaaf I + HT, 
u I yo ‚e ud - | | 
u = ’ dus . neu Hk) Im s_ ° dı v nf ) 
) T za af N ı / v3 Te 24 of N I / Fr 
v = „10 |e 6 


. 
\lit diesen Gleichungen sind die zwei Integrale des allgemeinen Systems 


vefunden. 


Um den Fall öi=4 zu erschöpfen, haben wir noch diejenige Art 
ler Bewegung zu betrachten, bei welcher die drei Determinanten 
A A b B Hu; 
BE e€ Aa X 
alle gleich Null sind. Die Verhältnisse der Grössen p, q, r sind alsdann 
alle constant, und die Axe der Bewegung bleibt daher einer bestimmten 
(reraden immer parallel. Wird diese Gerade als z-Axe angenommen, so 
stp=0, g=0 und R=0, mithin A=A’=B=b=0. Man kann noch 





y=r setzen, d.i. man kann annehmen C=1 und C’=0. Dann werden die 
(Gleichungen, welche zwischen den sechs Grössen //, A, A, p, q, r bestehen: 
p=-V), q=-V, 
I = -Or=ar+ah, 


K= Pr=br+bh, 
l 

A — u r=cer-+ch. 
dw 


Aus diesen Gleichungen kommt nun «P+bV=ba— ba, woraus erhellt, 
dass die momentane Axe in einer Ebene (in Bezug auf die Axen or, oy, 
03) bleibt; nimmt man also diese Ebene als zr-Ebene, so wird QO=0, d. i. 
a=a—=(. Endlich findet man aus den zwei übrigen Gleichungen 


„29 — Pe +ch'—cb: 


da man aber die Abseisse P um eine Constante vermehren kann, so kann 


dgy 
do 


man diese Gleichung in die Form —— - = P.k bringen, d. i. cb'’— eb=(0 machen. 
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Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die momentane Axe im Raume 
eine beliebige Cylinderfläche zum Ort hat, und die Bewegung ist diejenige 
der Tangentialebene einer beliebigen Cylinderfläche, wobei die Drehung»- 


u 26 ., do ’ a u " ’ EEE 
geschwindigkeit —, um die Berührungslinie mit der Gleitungsgeschwindig- 
3 UTE u a dp ; 
keit , längs derselben Linie dureh die Gleichung —, = kP verbunden ist. 


Die Gleichungen der Curve werden jetzt 
ys-an=0 und n+Kk=0, 
welche sich leicht auf dieselbe Weise integriren lassen wie die früheren 
(9.): man findet 
| (e+mm' = (14 K—m’)\(e’+y'—m'), 
x dc 


z—ky — kYl+k—m | an. 
Y T / ] (mx --m')' +k"(m'’— x’) 


Anmerkung. 

Die Aufgabe, „eine Curve zu finden, welehe die Fähigkeit hat, bei 
ihrer Bewegung asymptotische Linie der erzeugten Fläche zu bleiben“, lässı 
sich auf dieselbe Weise behandeln wie die hier betrachtete. Ihre Be- 
dingungsgleichung unterscheidet sich von der Gleichung (7.) nur dadurelı. 
dass sie statt der Cosinus $, n, { die 4, u, v hat. Die Grössen /I, A, A. 
p, q, r bleiben aber dieselben; hieraus folgt, dass in beiden Aufgaben di: 
Art der Bewegung eine und dieselbe ist. Die Curve aber muss durch die 
Gleichungen bestimmt werden 


de  wu+(b-2)v 
di vr —uy 
dy wv+(b+2)u 
di c—uy 


wo a=ar+by—yz, ve =ay+bxz+zxz und »® durch die Gleichung 
w b-+-z —y 
b—-2 (61) c — 0 
® —u a—-b-+z 


gegeben wird. 


11. 
Wenn zwischen den sechs Grössen IT, A, A, p, q, r nur drei homogene 
lineare Gleichungen bestehen, so muss die Curve drei Gleichungen von 
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der Form (1.) erfüllen 
21) Zf5=0, Zfi5=0, Zfie=0; 
dieses aber kann nur dann eintreten, wenn die Curve eine ebene Uurve ist. 
Um es zu beweisen, eliminire man aus den drei Gleichungen (21. 

die & n, &, so kommt 

hı RB 

(22.) f f: ß\ = 0; 

AR BR 
aus denselben Gleichungen kommt noch (wenn man statt &, n, € die Ditte- 
rentiale de, dj, dy setzt und integrirt) 

23.) Zfia=m Zfia=m, Zfa=m". 

Die drei Constanten m m’ m” können nicht alle gleich Null sein; denn dann 
würden sowohl die Cosinus 57T als die « 3 > denselben drei Gleichungen 
genügen, und da sie nicht dieselben sein können, so würden alle Unter- 


| | 
° ıf1 2i Ä a . r 
determinanten | ,„ „| u.8. w. von (22.) verschwinden, d.i. es würde sein 
ıfı Jar! 
f: 
ar 28 
f, : f; 


von einander verschieden wären. 


 . 


‚ was unmöglich ist, weil alsdann die Gleichungen (21.) nicht 


Bezeichnet man nun die Coeffieienten von fi, fs, -.. in der Deter- 
minante (22.) mit Pi» Pı23 .--, SO findet man mit Hülfe der Gleichungen 
»)‘ \ ae ı \ 1 * ’A 
23.) folgende Gleichungen 





mp tmyp.+ mg; 0, 
Ma t+mpotmp, , 
MP 5 m ps Mm ya = 0, 


welehe sich in der Form sehreiben lassen 


ö AA A x 
zo+F, =U\, Ü u 
i bb bb y 
yo+R,=0, wo 0= | el, 
ee (ZB p2 


zw+F,=V(, 
m m m () 


und die F,F,F, lineare Funetionen sind. 
Aus diesen Gleichungen sehen wir, dass (wenn & keine Constante 
ist) die Curve auf drei hyperbolischen Paraboloiden liegen muss, welche eine 


Leitebene parallel haben. Drei solehe Paraboloide haben aber nie eine 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 2. 18 
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kaumeurve gemein; denn wenn gesetzt wird o=%k, so kann man aus dem 
Systeme der Gleichungen ersten Grades 


» 


I 


kc+F, 0, 
\ky+R. = (, 
k2z+F, =U, 
| ok = U, 





die x, y, z eliminiren:; alsdann kommt eine Gleichung für k, welche die 
Form hat 
k’+.-- u AR | 

Es giebt also vier Werthe von %, für die das System (24.) eine Lösung hat: 
folglich haben die Paraboloide vier Punkte gemein (oder eine Gerade. 
wenn die drei Ebenen (24.) sich in einer Geraden schneiden), aber nie eine 
haumeurve. 

Hiernach bleibt nur noch der Fall zu betrachten, wo die Curve 
eine ebene ist. Wenn man die Ebene der Curve als xy-Ebene annimmt. 





» 


so ist 3= 0, mithin auch {= 0 und die Bedingungsgleichung (7.) wird 

IIS+kKn+r(ys—an) =. 
Wenn nun zwischen den drei Grössen //, A, r drei homogene lineare 
(Gleichungen bestehen, so ist /=A=r=(, und die Curve bleibt unbe- 
stimmt, Aus den Gleichungen /7=0, K=0 folgt aber auch dg =0 und 
R=0; folglich bleibt die momentane Axe stets auf der Ebene der Curve. 
und da keine Gleitung stattfindet, so folgt, dass diese Ebene auf einer be- 
liebigeen abwickelbaren Fläche rollt. 

Wenn zwischen denselben drei Grössen nur zwei homogene lineare 
(rleichungen bestehen, so lassen sie sich in die Form bringen 
= ar, Ku, 

und die Bedingungsgleiehung wird alsdann 

as+bn-+(ys-arn) = 0. 


Dieselbe nimmt, wenn man die Coordinaten zy um Constanten vermehrt, 
tolgeende Form an ySs—an =0, d. 1. man kann a=0 und b= 0 voraussetzen. 

Die Gleichung der Curve ys—an=0 drückt aus, dass ihre Normale 
stets durch den Anfangspunkt hindurehgeht; sie ist also ein Kreis, und da 


a=V) und b=V0 ist, so folgt, dass auch /7=0 und X=0 sind; der Mittel- 
punkt des Kreises beschreibt also eine Curve, auf der seine Ebene immei 
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senkrecht bleibt. Die dabei erzeugte Fläche ist offenbar nicht verschieden 
von derjenigen, welche erzeugt wird, wenn die Ebene des Kreises auf einer 
abwiekelbaren Fläche rollt, so dass diese Lösung in der vorhergehenden 
mit enthalten ist. 

Existirt endlich zwischen den Grössen 7/7, X, r nur eine homogene 
lineare Gleichung, all+bA-+er=(, so toleen für die Curve die beiden 
Gleichungen 


Un 


es=a(ys—an) und en=b(yE-an), 


woraus noch folgt 55 = an, d. i. die Normale ändert ihre Richtung gar nieht. 


nn“ 


was nur bei der Geraden geschehen kann. 


Athen, den 1. September 1882. 























Einfache Erzeugung einiger Complexe zweiten Grades. 


(Von Herrn A. Weiler in Zürich.) 


tigen Complexe zweiten Grades, deren Singularitätenflächen 
Linienflächen sind, lassen sich 


' AATEe , ey’ INnNzA ırzAM N N 
linearen Congruenzen erzeugen *). 
den allgemeinen Complex zweiten Grades ** 


sehr 


einfach aus den darin enthaltenen 


Schliessen wir diese Complexe sowie 


MM, 
% un 


aus, so verbleiben noch zehn. 


die nicht aus Schaaren linearer Congruenzen bestehen, und für welche ich 
an dieser Stelle einfache Erzeugungen angeben will. 


Die Complexe [11112], [1113], 


I. 


[114], [15], [1122], [123], [33] **). 


2) 


Hier sind weder. Ausnahmepunkte noch Ausnahmeebenen, dagegen 
doppelte Complexstrahlen vorhanden. 


Eine Doppellinie‘d des Complexes 


ist Doppelstrahl und Doppelaxe für die Singularitätenfläche &, im speciellen 
Fall Rückkehrgerade ete. derselben. 

Sei A eine durch d gehende Ebene. In jedem Fall schneidet sie 
aus der Fläche vierten Grades > nebst d noch einen Kegelschnitt @’, welcher 
entweder d in zwei Punkten B, C schneidet, oder in einem Punkt B=C 


berührt. 


In A hat man 


ferner 


ZWEl 


Büschel von Complexgeraden, deren 


Scheitel M, N in d liegen. — Wir werden erkennen, dass jeder dieser Büschel 
MA, NA auf eine Congruenz (Strahlsystem) zweiten Grades führt, welche 
a’ zur Brenneurve hat. 

Sei nämlich E irgend ein Punkt auf a’, so sind EM, EN zwei durch 


Mathematik und Physik, 1881. 


*#) Für denselben vergl. man Plücker (Neue Geometrie), ferner einige Arbeiten 
der Herren Klein und Schur (Math. Annalen). 


*==) ])je Bedeutung dieser Symbole ist auseinandergesetzt in der Abhandlung 


„Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe ete.,“ Math. Annalen, VII. 


*) Vgl. „Erzeugung von Complexen aus linearen Congruenzen,“ Zeitschrift für 
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ihn gehende Complexstrahlen. Da weiterhin E auf X liegt, so müssen alle 
durch E gehenden Complexstrahlen zwei Büschel bilden. Der eine dieser 
Büschel muss EM, der andere EN enthalten. (Die Annahme, dass EM, EN 
zu demselben Büschel gehören, würde dahin führen, dass in A drei Büschel 
von Complexgeraden wären, was unmöglich ist.) Die Ebenen dieser beiden 
Büschel aus E sind singuläre, d. h. Tangentialebenen an 3; somit sind diese 
„wei Ebenen zwei von den vier, die man durch EM, EN an FE noch legen 
kann. — Der zweite Schnittpunkt von EM mit a? sei F. Auch von diesem 
Punkte aus gehen zwei Büschel von Complexstrahlen. Die Ebene des 
einen geht auch durch EM = FM und berührt 8, ist aber von der vorhin 
für E gefundenen verschieden (denn sonst wäre MEF eine singuläre Linie *), 


welche nicht in der singulären Ebene durch den zugehörigen singulären 


Punkt — den Berührungspunkt der singulären Ebene mit &_— gehen 
würde). — Dies zusammenfassend erkennen wir, dass von den beiden aus 


MEF an > noch möglichen Tangentialebenen die eine den Büschel in E., 
die andere den in F sofort liefert. 

Dreht sich der Complexstrahl MEF um M, so bilden die aus ihm 
an > gelegten Tangentialebenen in ihrer Gesammtheit den Berührungskegel 
aus M an 3, und da > von der vierten Klasse ist, M aber in einer Doppel- 
axe liegt, so muss dieser Kegel M’ von der zweiten Klasse sein. 

Hat sich EF so weit gedreht, dass er a’ in @ (oder H) berührt, so 
berührt der Strahl auch &, und es fallen die aus MG an EZ gelegten Tan- 
gentialebenen zusammen. Für die so entstandene singuläre Ebene G ist 
( der singuläre Punkt, und die zugehörige singuläre Linie des Complexes 
ist eine der Haupttangenten von > im Punkte @ **). — Es soll unten be- 
wiesen werden, dass im Allgemeinen M nicht auf a’ gelegen ist. Darum 
giebt es stets zwei Tlangenten MG, MH an a’, von denen die eine mit d 
zusammenfällt, wenn a’ und d sich berühren. 

Wenn endlich der Strahl EF mit d zusammenfällt, so treten an Stelle 
der aus EF an > gelegten Tangentialebenen die beiden, welche man in M 
selbst an die Fläche legen kann. — Wenn aber B=(, so hat man in 
diesem Punkt B stets noch zwei Büschel von Complexgeraden (s. unten). 
Ihre Ebenen sind Tangentialebenen an & mit den Berührungspunkten M und N. 


*) Plücker, a. a. O0. No. 311, 318. 
*#) Vgl. die Abhdl. des Herrn Klein, Math. Annalen II, p. 223. 
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Damit ist eine einzelne Congruenz des Complexes nachgewiesen 
Sie hat den Kegelschnitt a von F zur Brenneurve und den Berührungs 
kegel M’ an F& aus dem Punkt M auf d zur Brennfläche. Die Ebene vo: 
a’ geht durch den Mittelpunkt M von M’, ferner berühren sich a’ und M 
in zwei Punkten (@, H). Durch a’ und M’ sind aber zwei Congruenzei 
zweiten Grades (zweiter Ordnung und zweiter Klasse) bestimmt *), von dene: 
nur die eine dem in Frage stehenden Complex angehört. 

Führt man weiterhin in der vorigen Betrachtung die beiden Punkte 
M, N gleichzeitig ein, so erhält man unmittelbar den Satz, dass jeder Kegel 
schnitt a’ der Fläche > Brenncurve zweier Congruenzen zweiten Grades de: 
Complexes ist, welche zu BDrennflächen zwei Berührungskegel der Fläche > 
aus zwei Punkten der Doppelgeraden d besitzen **). 

Nach der eingeführten Bezeichnung sind DB, C die Berührungspunkte 
der durch d gelegten Ebene A mit &, und in A sind M, N die Scheitel deı 
Büschel von Complexstrahlen. Wir betrachteten M, N als von B, © ver 
schieden, was noch kurz zu begründen ist. — Zu derselben Fläche & als 
Singularitätenfläche gehören einfach unendlich viele Complexe gleicher Art: 
wird nebst I noch eine beliebige oder eine singuläre Complexlinie gewählt. 
so ist der Complex (im Allgemeinen mehrdeutig) bestimmt. Man wird also 
auch in A eine beliebige Linie MEF als zum Complex gehörend wählen 
dürfen. Zu dem Kegelschnitt «@ kennt man alsdann den Kegel M’; eine 
der Congruenzen aM’ gehört dem Complex an, und letzterer ist somit iı 
diesem Fall zweideutig bestimmt. — Bei dieser Wahl von EFin A kommt ex 
aber allein auf die Lage des Schnittpunktes M mit d an; derselbe kann jede 
beliebige Punkt von d sein und fällt im Allgemeinen nicht nach B oder €. 
Nachdem über M verfügt ist, wird N zweideutig bestimmt sein. 

Nachdem nun die Existenz von Congruenzen a’M’ des Complexe: 
nachgewiesen ist, wollen wir zeigen, wie man in allen den genannten Fällen 
die Erzeugung einfach ausführen kann. Wir gehen aus von einer Doppel- 
ebene des Complexes. Sollte sie nicht vorhanden sein (wie z. B. in dem 
einen der beiden dualen Fälle [33]), so ist an Stelle dessen mindestens ein 
Doppelpunkt vorhanden und die Möglichkeit geboten, die duale Construetion 
anzuwenden. 


*) Vgl. Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme, 1866, p. 34. 


*#) ])ie duale Betrachtung der bisherigen würde den dualen Satz ergeben, welehe: 
den hier aufgestellten ergänzt. 
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In einer Doppelebene D des Complexes bilden die Complexgeraden 
einen Doppelbüschel vom Scheitel S. Die (als gegeben gedachte) Fläche 
= wird von D stets in einem Kegelschnitt e’ berührt, der durch S geht und 
iin einem Punkt D=d)D) trifft. — Zu jeder Ebene A durch d liefert I 
sofort den Kegelschnitt «, welcher die Ebene D, bezüglich die Gerade AD 
in einem Punkt A auf ec’ berührt. Dann ist SA ein singulärer Complex- 
strahl, A der zugehörige singuläre Punkt, D die singuläre Ebene. Für A 
zerfällt der Complexkegel in zwei Ebenen, die sich in SA schneiden müssen. 
also nur die beiden aus SA an > _ noch möglichen Tangentialebenen sein 
können. Die Büschel in ihnen vom Scheitel 4 sind Complexstrahlen; ihre 
Schnittpunkte mit d seien M, N, so gehören zu der Brenneurve a’ die Be- 
ührungskegel an & aus M und N. Nennen wir diese Kegel M’ und N’, 
so gehören von den zerfallenden Congruenzen a’ M’, a’ N’ je die beiden (des 
zweiten Grades) dem Complex an, welche jene bei A gefundenen Büschel 
enthalten. Indem man A um d dreht, findet man alle Congruenzen ein- 
deutig. (Benutzt man stets gleichzeitig beide Tangentialebenen an X aus 
SA, so findet man den Complex vierfach *)). Die Erzeugung lässt sich 
umkehren; dann findet man zu einem gegebenen Berührungskegel M’ die 
beiden dazugehörigen Kegelschnitte a’, b’ (indem man von den beiden 
übenen von M’ ausgeht, welche dureh S gehen). 


11. 


Die Complexe [22391. [241. T6 


Für jeden dieser Complexe ist die Singularitätenlläche I eine irre- 
dueible Fläche vierter Ordnung dritter Klasse mit dreifachem Punkt. Die 
rmiedrigung der Klasse auf drei rührt davon her, dass jeder Complex einen 
Ausnahmepunkt besitzt. (In den dualen Fällen ist je eine Ausnahmeeben« 
vorhanden, wodurch die Ordnung von I auf (drei vermindert wird. 

(Gehen wir davon aus, dass der Complexausnahmepunkt A ein drei- 
tacher Punkt von I ist. Irgend eine Gerade b aus A ist singuläre Linie 
des Complexes. Denn sei B der Sehnittpunkt von b mit F (abgesehen 


*) Man erhält alsdann in jedem Punkt auf X beide Büschel von Complexstrahlen. 
Da aber eine Gerade die Fläche & in vier Punkten trifft, so muss jede Complex- 
serade viermal erzeugt worden sein. — Würde man je nur den einen der Punkte M, 
\ resp. nur die eine der Tangentialebenen aus SA an 2 benutzen, so erhielte man 
Jede Gerade noch doppelt. 
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von A), so hat man in B zwei Büschel von Complexstrahlen, wobei 5 in 
dem einen dieser Büschel vorkommt. Die Ebene dieses letzteren Büschels 
enthält A, weil sie durch 5 geht, und in dieser Ebene ist somit 5b die Ver- 
bindungslinie der Scheitel zweier Büschel von Complexgeraden. Also ist 
b eine singuläre Linie des Complexes. 

In irgend einer Ebene durch 5 hat man, abgesehen von den dureh 
A gehenden Linien, nur noch einen Büschel von Complexstrahlen, und nur 
für eine dieser Ebenen durch 5 fällt dessen Scheitel auf 5 (und zwar nach 
dem vorhin genannten Punkt B). Der geometrische Ort jener Büschel- 
scheitel ist also eine Curve zweiter Ordnung 5’, welche 5b in B schneidet. 
Hierbei bilden die von irgend einem Punkt P auf b nach b’ gezogenen 
Linien den zu P gehörenden Complexkegel. Ferner hat man in irgend 
einem Punkt Q auf 5b’ einen Büschel von Complexgeraden, dessen Ebene 
nach 5 gerichtet ist. Natürlich kommt neben diesem Büschel für Q noch 
ein zweiter vor (dessen Ebene jedoch den Punkt A nicht enthalten darf). 
Diese Punkte Q auf 5’ sind also singuläre Punkte des Complexes, also auf 
> eelegen, d. h.: Unsere Complexe, die einen Ausnahmepunkt besitzen, be- 
stehen aus Congruenzen erster Ordnung zweiter Klasse, deren Brenncurven je 
eine Gerade durch den Ausnahmepunkt und ein jene schneidender Kegelschnitt 
auf der Singularitätenfläche sind. 

Der Complex und damit die Fläche & besitzen nun immer mindestens 
eine Doppelebene (im dualen Fall einen Doppelpunkt, dann wende man 
die dualen Constructionen an). Die Doppelebene D berühre & längs dem 
Kegelschnitt d’, auf weichem wir den zugehörigen Complexdoppelpunkt S 
annehmen wollen. Durch F und S ist der Complex eindeutig bestimmt. 

Es ist nöthig, über die Flächen & der drei Complexe Folgendes zu 
bemerken. Durch den dreifachen Punkt A gehen drei Doppellinien d,, d.. 
d,, welche beim Complex [222] verschieden sind. (> ist alsdann die Steiner- 
sche Fläche.) Bei [24] rücken zwei davon, d, und d,, unendlich nahe 
zusammen; bei [6] sind d,, d;, d, als drei eonseeutive Strahlen eines Kegels 
zweiter Ordnung zu betrachten. — Die Tangentialebenen von & schneiden 
bei [222] Kegelschnittpaare heraus, die sich auf d,, d,, d, und im Berüh- 
rungspunkt ihrer Ebene mit = schneiden. Im Fall [24] berühren sich diese 
Kegelschnitte an d,—=d, und schneiden sich auf d,; und im Berührungs- 
punkt. Bei [6] oseuliren diese Kegelschnitte an d, = d, = d,, und der letzte 
vemeinsame Punkt ist der Berührungspunkt ihrer Ebene. — Immer schneiden 
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(die doppelt unendlich vielen Kegel zweiter Ordnung, welehe man durch 
d,, d,, d; legen kann, die Fläche & in Kegelschnitten. Die zerfallenden 
unter diesen Kegeln ergeben diejenigen Kegelschnitte, deren Ebenen durch 
d,. d, oder d, gehen. — Endlich wird in jedem Fall die Fläche F aus 
ihrem dreifachen Punkt A auf die Doppelebene D so (perspeetivisch) pro- 
jieirt, dass Grerade aus A als Punkte und Kegelschnitte auf I wieder als 
Kegelschnitte abgebildet werden. Sind dabei D,, D,, D, die Schnittpunkte 
von d,, d,, d, mit D, so muss stets das Bild b} eines Kegelschnitts b’ auf 
Z durch D,, D,, D, hindurchgehen (so dass z. B. bei [6] alle Kegelschnitte 
b} dreipunktig oseuliren). Die Abbildung der Fläche auf D ist eine ein- 
deutige. 

Es soll nunmehr der Complex erzeugt werden. Irgend eine Gerade 
b durch A treffe F& in 5, wobei sich 5 und B gleichzeitig in den Punkt B, 
projieiren. Die Linie SB, ist ein singulärer Complexstrahi, D ihre singuläre 
Ebene und ihr zweiter Schnittpunkt B, mit d’ der zugehörige singuläre 
Punkt. Für B, zerfällt der Complexkegel in zwei Büschel, welche den 
Strahl B,S gemein haben. Da aber B,A ebenfalls Complexstrahl ist, so 
ist SB,A=B,b die Ebene des einen Büschels. Also geht für diesen Punkt 
B, auf =& der eine Büschel von Complexstrahlen durch 5b, und es muss 
daher B, dem zu b gehörenden Kegelschnitt 5’ selbst angehören *). Das- 
selbe gilt für 5, und das Bild 5; von 5’ ist der dureh die fünf Punkte D,, 
D,, D,, B,, B, gehende Kegelschnitt. Zu dem Bild 5} gehört aber nur 
ein Kegelschnitt b’ auf 3. Diese Congruenz bb’ gehört dem Complex an. 
— In ebenso einfacher Weise findet man zu einem gegebenen Kegelschnitt 
b’ auf F die zugehörige Brennlinie 5). — Indem man nun zu einfach un- 
endlich vielen Geraden b (durch A) die Kegelschnitte b’ ermittelt, erhält 
man unendlich viele Congruenzen des Complexes, also den Complex selbst 
(und zwar im Allgemeinen vierfach). 

Wenn speciell b einen Büschel in einer Tangentialebene in A, z. B, den 
Büschel d,d, beschreibt, so sind stets D,, D,, B, in einer Geraden. Der Kegel- 
schnitt 5} zerfällt je in die Linien D,D, und D,B,, wobei die erstere fest 
bleibt. Die letztere dreht sich um D, und beschreibt offenbar einen zu SB, pro- 
Jeetivischen Büschel. Denn die Strahlen SB, und D,B, drehen sich um zwei 


*) B, ist hier Original und Bild zugleich, und der gesuchte Kegelschnitt b’ muss 
D in B, berühren. 
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Punkte auf d’ und schneiden sich stets auf diesem Kegelschnitt. Fällt B, 
nach D,, D,, so rückt bezüglich B, auch nach D,, D;. d.h.: 

Man bringe bei einer allgemeinen oder durch Zusammenrücken der 
Doppelgeraden specialisirten Steinerschen Fläche den Strahlbüschel aus dem 
dreifachen Punkt, der zwei von den drei Doppelstrahlen, d, und d,, enthält, und 
den Ebenenbüschel durch die dritte Doppelgerade d, so in projectivische Zu- 
ordnung, dass den Strahlen d,, d, die nach ihnen gehenden Ebenen d;d,, d,d. 
direct entsprechen. Jene Büschelstrahlen und die in den entsprechenden Ebenen 
liegenden Kegelschnitte auf der Fläche sind alsdann stets die Brenneurven von 
Congruenzen erster Ordnung zweiter Klasse eines Complexes zweiten Grades. 
— Es mag noch bemerkt werden, dass nunmehr ein Strahl 5 und der zu- 
xehörende Kegelschnitt 5’ sich im dreifachen Punkt der Fläche treffen. 

Der hier mitgetheilte Satz lässt sich in folgender Weise verallge- 
meinern. Wenn oben der Punkt B, (in D) irgend eine Gerade g durchläuft, 
so bilden die zugehörigen Kegelschnitte 5; einen Büschel, dessen vierter 
Grundpunkt auf g liegt. Geht speciell g durch D,, so sind in D, zwei 


Grundpunkte des Büschels vereinigt, d.h. die Kegelschnitte des Büschels 


< 


gehen dureh D;, D, und berühren sich in D.. 


Hottingen bei Zürich, December 1881. 
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Ueber eine ein-dreideutige ebene Abbildung einer 
Fläche dritter Ordnung. 


(Von Herrn S. Kantor in Prag.) 


Indem eine Fläche dritter Ordnung auf ein gewisses Tripelsystem 
ler Ebene abgebildet wird, das an sich interessante Eigenschaften besitzt. 
eelingt es, in rein geometrischer Weise die Eigenschaften und gegenseitige 
lage gewisser Punktegruppen auf Uurven dritter Ordnung (p=1) genau 
zu studiren, auf welche bisher immer nur von fern hingewiesen wurde. 


I. 

1. Ist ein Tripel ABC bezüglich eines Tripels ABC sich selbst 
eonjugirt, d.h. sind BC, CA, AB die geraden Polaren von A, B, © nach 
der dreiseitigen Curve A’B’C' genommen, so giebt es drei Kegelschnitte 
welche A’, B’, € enthalten und je zwei Seiten von ABC in den Endpunkten 
derselben berühren. 

Da BC die gerade Polare von A+ist, so geht die conische Polare 
von B durch A, die gerade Polare von B ist aber AC, daher berührt die 
eonische Polare des B die AB in A und CB in C. 

Ferner bilden die eonischen Polaren der Punkte von BC das Büschel 
AAB’C; B, C sind die Doppelpunkte der von ihnen auf BC ausgeschnittenen 
Involution, somit (Clebsch, Vorlesungen p. 222) die Hessesche Covariante 
des auf BC durch A’B’C' bestimmten Tripels. Ebenso*) werden die von 
A nach A’, B’, C’ gehenden Geraden durch die Strahlen AB, AC eyklisch- 
projeetiv getrennt. Werden diese fünf Strahlen durch BC geschnitten, 
so sind die Treffpunkte mit AB, AC die Hessesche Covariante zu DB, Ü 
und dem zum Punkte (B’C', BC) bezüglich BP, C’ harmonischen Punkte, 

*) Ist nämlich «@ die gerade Polare von a nach der dreiseitigen Curve dritter 


Ordnung A’B’C', so ist auch a der Pol von « naclı der dreipunktigen Curve dritter 
Klasse A’B'C'. 


19* 
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woraus folgt *), dass auch das Paar B’, C’ die Hessesche Covariante der 
Treffpunkte von B’C’ und BC, CA, AB vorstellt. Daher: 

Ist ein Tripel ABC zu einem anderen A'B'C conjugirt, so schneiden 
die Geraden des einen auf jeder Geraden des andern drei Punkte aus, die 
hezüglich der in ihr liegenden Ecken cyklisch-projectiv sind. 

Ist ABC bezüglich A'B'C' sich selbst conjugirt, so ist auch A'B'Ü be- 
züglich ABC sich selbst conjugirt. Es giebt daher auch drei Kegelschnitte 
durch ABC, die je zwei Seiten von A’B’C’ in ihren Endpunkten berühren. 

Es lassen sich in sechserlei Art drei projecetive Punktreihen auf BC, 
CA’, A'’B' angeben, die zu zweien perspectiv sind, und in denen je drei 
Punkte, die auf einer Geraden von ABC liegen, sich entsprechen. So folgt: 

Zwei Tripel, von denen jedes nach dem andern sich selbst conjugirt 
ist, sind in sechsfach perspectiver Lage. 

2. Wird in ein Dreieck ein anderes a’b’e' und in dieses ein drittes 
abc" eingeschrieben, so dass b’ec’, c’a’, a’b’ durch a, b, ce gehen (vgl. 
Staudt, Geom. d. Lage, 113), so geben diese neun Punkte eine derartige 
Gruppe, dass neunmal drei Punkte allineirt sind und neunmal drei dieser 
(Geraden convergiren. Die drei Punktetripel aaa, bb’'b’, ec’e’ treten aus 
dieser Figur derart hervor, dass keines davon eine der Geraden der Con- 
figuration enthält. Die Betrachtung der Figur lehrt: Je zwei dieser Tripel 
sind in dreifach perspectiver Lage und das dritte Tripel enthält die Centra 
der Perspeetivität. 

Ebenso gestatten die Gegaden der Figur dreierlei Anordnungen in 
Dreiseite, von denen keines einen Punkt der Figur enthält. Je zwei sind 
dreifach perspeetiv, die drei Axen bilden das dritte Dreiseit””). 

3. Diese Dreiseite bilden Curven dritter Ordnung, und die Con- 
figuration (A) ist sonach die Basis eines Büschels von €. Die Wende- 


> >, 


punkte derselben liegen in einer Curve zwölfter Ordnung ***), von welcher 
sieh die neun Geraden der Confleuration absondern. Die übriee Curve 
ten) ten) 
dritter Ordnune hat in den drei übrieen Doppelpunkten des Büschels Doppel- 
Pen) Pen) 


*) Es besteht der folgende Satz über eubische binäre Formen: Ist das Paar 
0,0, die Hessesche Covariante des Punktetripels a,a,a, ist und a, der zu a, harmoniseh 
eonjugirte Punkt bezüglich 0,6,, so ist das Paar a,a, die Hessesche Covariante des 
Punktetripels 0, d,a‘. 

=#) Vgl. Schröter, Math. Ann. II, p. 553, sowie die analytische Arbeit des 
Herrn KRosanes. 
==#) Olehsch, Ueber Curven vierter Ordnung, dieses Journ. Bd. 59. 
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punkte, zerfällt in drei Gerade. Deren Schnittpunkte mit einer Büschel-C, 
sind die Wendepunkte der C;: 
Alle Curven des Büschels besitzen ein gemeinsames Wendepunktsdreieck tuv. 
Die gerade Polare von £ ist für alle C, dieselbe (Cremona, Uurve 
piane 89), daher wv (die Verbindungslinie der zwei anderen Doppelpunkte): 
Das Wendepunktsdreieck ist bezüglich aa’a”, bb'b", 
eonjugirt. Daher: Die Tripel aaa 
jugirte Tripel. 


cc e' sich selbst 


„ bb’b", ec’e' sind bezüglich fuv con- 


4. Hiervon ausgehend gelangt man zu folgender Reihe von Sätzen 
über diese Tripel. Sie sind ihrer Ableitung entsprechend angeordnet. 

a) Die in Bezug auf ein Tripel txwe sich selbst eonjugirten 'T'ripel 
bilden ein involutorisches System in der Ebene. 

b) Je zwei solche Tripel sind auf dreifache Art perspeetiv, die Oentra 
bilden ein neues Tripel. Alle drei Tripel geben zusammen eine Configu- 
ration (A). 

c) Enthält eine C;,, die das Wendepunktsdreieck tx» besitzt, einen 
Punkt p, so enthält sie auch die ihn zu einem nach fao conjugirten Tripel 
ergänzenden zwei Punkte. 

Alle ©, mit einem gegebenen Wendepunktsdreiecke bilden ein lineares 
x’-System. Auf jeder C,-Curve lassen sich vier von einander geschiedene 
keihen eonjugirter Tripel eonstruiren. 

d) Irgend zwei ©, mit demselben Wendepunktsdreiecke schneiden sieh 
in neun Punkten einer Configuration (A). 

Dabei ist zu bemerken, dass bei jedem solehen conjugirten Tripel 
ein gewisser Drehungssinn zu beobachten ist, welcher dadurch festgestellt 
wird, dass die drei Seiten auf fao® die Tripel einer evklisch -projeetiven 
Punktreihe ausschneiden, in welehen ebenfalls ein bestimmter Drehungssinn 
herrscht Weist man zwei Punkte zweier Tripel einander zu, so sind 
dadurch die zwei übrigen Paare in bestimmter Weise auf einander bezogen. 
Dies vorausgesetzt, gilt der Satz: 

Die Geraden, welche die einander eyklisch zugeordneten Punkte 
zweier conjugirten Tripel verbinden, bilden ein eonjugirtes Tripel. Speeiell: 
Die Tangenten der C, in den Punkten eines Tripels bilden selbst ein Tripel. 
also auch die Wendetangenten in drei allineirten Wendepunkten. 


e) Von den vier Wendepunktsdreiecken einer €, ist jedes in Bezug 
auf die drei übrigen sich selbst eonjugirt, daher: Die drei übrigen Wende- 
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punktsdreiecke jeder C, des zu ta® gehörigen Systems bilden ebenfalls eine 
Configuration (A), die jedoch dadurch noch speecieller ist, dass je zwei der 
Tripel zu einander eonjugirt sind. Diese Configuration entsteht auch so: 

Drei bezüglich tu, te und drei bezüglich av, ut eyklisch-projeective 
Strahlen schneiden sich in neun Punkten, durch welche auch drei bezüglich 
ol, vu eyklisch-projeetive Strahlen gehen, und welche eine speeielle (A 
bilden. Wir wollen sie eine eyklische Configuration nennen. 

Die C, des durch sie bestimmten büschels sind äquianharmonisch und 
haben tue zur Hesseschen Curve. 

Denn jeder Strahl von £ trifft sie in drei durch £ und we eykliseh 
setrennten Punkten, die Wendetangenten gehen somit zu dreien durch £, a, v. 
Die Tangenten aus einem Inflexionspunkte © von av» berühren .aber in drei 
Punkten eines Strahles von f, und daher sind die vier Tlangenten aus ı 
äquianharmonisch. 

f) Die drei Wendepunkte auf fa, we, ot bilden je ein eonjugirtes 
Tripel. Kommt dieses in einer (A) vor, so liegen die beiden anderen Tripel 
in einem Kegelschnitt. Alle so möglichen Kegelschnitte theilen sich in 
drei Sehaaren, die einander (in £, a; a, v; ve, f) doppelt berühren *). 

g) Aus e) und d) folgt: Die Tangenten in den Punkten eines con- 
jugirten T'ripels treffen die C, auf den gegenüberliegenden Geraden, und 
die Tangentialpunkte bilden ein neues Tripel. Ferner: Projieirt man ein 
Tripel aus einem Punkte auf die UCurve, so ergiebt sich neuerdings ein 
Tripel. So kann man alle Tripel aus einem erhalten. Demnach: 

Projieirt man aus einem Punkte der Curve alle neun Wendepunkte. 
so erhält man neun neue Punkte, die zwölf Tripel zusammensetzen, von 
denen je drei zu einem Wendepunktsdreiecke gehören. 

Diese neunpunktigen Gruppen verhalten sich also ganz symmetrisch 
veren alle vier Wendepunktsdreiecke, ich will sie „Neutralgruppen“ nennen**). 


1. 
1. Soll nun eine Fläche auf das zu einem festen Dreiecke tur ge- 
hörige System eonjugirter Tripel so abgebildet sein, dass ihren ebenen 


*) Aus den acht Geraden solcher Configuration (A) lassen sieh drei Tripel 
formen, von denen je zwei vierfach perspectiv sind. Das vierte Centrum ist t. Die 
obigen Lagenbeziehungen gelten immer bei zwei vierfach perspectiven Dreiecken. 

=#) Sje werden durch jede Substitution ) des Herrn Halphen, Math. Ann. Bd. XV 
in sich selbst übergeführt. 
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Sehnitten die Z/', entsprechen, für welche fa» ein Wendepunktsdreieek ist. 
so müssen die drei Tripel, in denen sich zwei /', treffen, den Schnittpunkten 
ler Fläche mit der Schnittgeraden jener Ebenen entsprechen: 

Die abgebildete Fläche ist von der dritten Ordnung. Drei Punkte von 
F, in gerader Linie bilden sich als die Tripel einer Configuration (A) ab. 

2. Eine Berührungsebene von F, schneidet sie in einer Curve €; mit 
Doppelpunkt, deren Abbild eine 7’, mit drei Doppelpunkten, ein bezüglich tar 
eonjugirtes Geradentripel sein muss. Durch eine Configuration (A) gehen drei 
solche T’ripel, daher durch eine Raumgerade drei Berührungsebenen von F;: 

Die F, ist von der dritten Klasse. 

3. Unter den Curven 77 sind folgende speeielle hervorzuheben: 

ce) Ein Netz von äquianharmonischen Uurven, welche taw zur Hesseschen 
Curve haben. 

?) In jedem Punkte t, «, o die Strahlentripel «ea, welche zu 
den anstossenden Seiten von tao eyklisch-projeetiv sind. 

y) Jede Seite von ta® dreimal gezählt. 

0) Jede Seite von fa® mit einem der Kegelschnitte t’, w, v’, welche 
in ihren Eeken die beiden anderen Seiten berühren. 

€) Das Dreieck taw selbst. 

&) C5, die in L, a, ve einen Doppelpunkt und die dortigen Seiten von 
uw zu Doppelpunktstangenten haben. | 

4. Den Curven y) werden auf F, drei Gerade entsprechen, die in 
einer Ebene liegen und die sich in drei Punkten T, U, Y schneiden mögen. 
T, U, V bilden sich als die dreimal gezählten Punkte t, «, ® ab. 

Längs der Geraden UV, VT, TU muss die F, von drei Ebenen 7. 
U, 3 oseulirt werden: /n T, U, V hat die F, biplanare Doppelpunkte. Die 
Punkte der Geraden UV, YT, TU bilden sich als die eykliseh-projectiven 
Tripel auf uw, et, tu ab. 

Jede Ebene durch UV triftt F, noch in einem Kegelschnitte, der 
sich auf die Ebene in einen t’ aus Ö) abbildet. Der Schnitt der Ebene 
TUV mit F, bildet sich als das Dreiseit /we aus &) ab. 


d. Treffen sieh die Ebenen 7, U, 3 in O0, so trifft jede Ebene 
dureh OT die F, in einer Curve, die T zur Spitze mit TO als Spitzentangente 
hat. Ihre Abbildung ist eines der Strahlentripel «’«'«” durch t aus P). 
Hieraus folgt nach I e), dass die Ebenen durch O die F, in Curven treffen, 
deren Bilder die äquianharmonischen Curven des Systemes 7, sind und: 
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Je drei Punkte der F,, die auf einem Strahle durch O liegen, bilden 
sich als eine eyklische Configuration ab. 

Die Ebenen durch T treffen F, in Curven, für welche T ein Doppel- 
punkt mit den Tangenten in den Ebenen U, ® ist. Ihre Bilder sind die 
s aus 3, &). 

6. F, wird von einer beliebigen Ebene & in einer K, durchsetzt. 
welche in ü&i, auf UV, VT, TU Wendepunkte hat und dort die Schnitt- 
linien mit T, U, 3 berührt. Die Bilder von ö,&:, sind die Wendepunkte 
von 7’, auf wv, vt, tu. Daher: 

Den Ebenenbüscheln, welche auf J = TUV ihre Axe haben, entsprechen 
in der Abbildung die syzygetischen Büschel des Systemes T',. 

Das Wendepunktsdreieck von K,, an welchem iii, partieipirt, ist 
(Art. 4, e)) bezüglichd es Wendetangententripels Z(T, U, ®) eonjugirt. Die 
Polargerade K von öüö,ö, bezüglich des Dreikantes O(TUV) geht durch O 
und trifft die Fin der gegenüberliegenden Ecke f des Wendepunktsdreieckes: 
d,, 0, seien die Hessesche Covariante von ij üi;. 

7. Jeder Tangente der F, entspricht ein Büschel von 77, die sich 
in drei Tripelpunkten berühren und in einem jenem eingeschriebenen Tripel 
schneiden. Den beiden Inflexionstangenten eines Punktes P von F, ent- 
sprechen zwei Büschel, deren Curven sich in den Punkten des entsprechenden 
Tripels oseuliren und die Geraden dieses Tripels berühren. Daher: Hat 
die K, einen Wendepunkt in p, so hat die 7, das entsprechende Tripel zu 
einem ein- und umgeschriebenen Dreieck. 

Liegen zwei Punkte der F, auf einer Geraden über UV, VT, TU. 
so liegen die entsprechenden Tripel in einem der Kegelschnitte ft‘, u, v”. 

8. Zu dem Wendepunktsdreiecke Jd,d,f der K, gehört auf dieser in 
derselben Weise eine »'-Reihe conjugirter 'Tripel, wie auf der 7/5 zu tur. 
Ein solehes Tripel p,9,p9; bildet mit ö,%i, (Art.4, f)) eine Configuration (A): 
es sei 9,9,9; das dritte Tripel derselben und es gehe P,9., P29:, 939, bezüg- 
lich durch ö, &, &. Dann folgt: Die den p,, P., P, entsprechenden Tripel 
der /', liegen mit dem dem q, entsprechenden Tripel in drei Kegelschnitten 
t’, 7, v’, entstehen daher aus q,, 9; oder q, durch Projeetion aller neun Wende- 
punkte; drei solche eonjugirte Tripel constituiren eine Neutralgruppe, somit: 

Die Neutralgruppen auf I‘, entsprechen den zu d,l,f conjugirten 
Tripeln der K,. 





Für die Neutralgruppen selbst folgt: Ein Kegelschnitt t’, ı, v’, der 
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urch ein Tripel einer Neutralgruppe geht und mit ihm zum selben Wende- 
punktsdreiecke gehört, schneidet /3 in einem neuen Tripel. So entstehen 
„wölf Tripel, die zusammen nur eine Neutralgruppe bilden. Zwei solche 
Neutralgruppen sind „verbundene“ Neutralgruppen. — Wenn drei Tripel 
».p,p; der K, eine Configuration (A) bilden, so zeigt die Abbildung: 

Hat man auf 7/7, irgend zwei Neutralgruppen, so schneiden sieh die 
31 Verbindungslinien je zweier Punkte neunmal zu je neun in einem Punkte 
von J;; Diese neun Punkte bilden wieder eine Neutralgruppe. No ent- 
steht eine Configuration (3, 9) von 81 Geraden und 27 Punkten, die in sieh 
homogen ist. Speciell: Die Tangentialpunkte der Punkte einer Neutralgruppe 
bilden wieder eine Neutralgruppe *). 

Ist unter den drei Neutralgruppen der vorigen Configuration die 
Wendepunktsgruppe, so sind die beiden anderen „verbundene“ Gruppen"), 

9. Die 77, das Bild von K,, hat selbst drei weitere Wendepunkts- 
dreieeke, die conjugirte Tripel des Systemes sind. Welches sind ihre 
Originale w,w,w,? Da die Bilder noch eine eyklische Configuration bilden. 
so müssen %,%,@, mit O allineirt sein. Sie sind überdies die Berührungs- 
punkte der aus “0, an die F, gesandten drei Berührungsebenen und sind 
in ihnen die Pole von ööi, bezüglich F(TUB). Daher: 

Die drei übrigen Wendepunktsdreieche des dem Ebenenbüschel ii,‘ 
entsprechenden Düschels syzygelischer I’, sind die Treffpunkte der F, und deı 
Polargeraden von i,t,i, bezüglich O(TUN),. 

10. Ist p, der Tangentialpunkt von p einer C,, p, der von p,. ete. 
und ist p, der z!° Tangentialpunkt, so kann eine Coineidenz von p und 
p. eintreten. Dann geben p,...p, ein der CE, ein- und umgeschriebenes 
n-Eck, jeder Punkt desselben ist sein eigener »'° Tangentialpunkt. Ich 
will sagen, sie bilden einen »-punktigen Tangentialeyklus. 

Die K, hat über ö,öi, sechs Wendepunkte, die sich auf zwei gerade 
Trpel j,5}, Jı 5, mit dem Schnittpunkte £ verteilen. Je zwei jj sind mit 


*) Die von Herrn Halphen Math. Ann. XV. Bd. („Recherches sur les courbes du 
5° degre*) diseutirte Substitution A weist eben auf jeder ©, eines syzygetischen Büschels 
einer Neutralgruppe jenen Punkt zu, welcher die Tangentialgruppe in die mit der 
segebenen Gruppe verbundene Neutralgruppe projieirt. 

*#) Dass durch Projeetion der Wendepunkte auf die ©, symmetrische Gruppen 
zu Stande kommen, hat schon Herr Küpper gefunden. Die hieraus ableitbaren Eigen 
schaften s. in Dureges: Die ebenen, Curven dritter Ordnung. Teubner 1871. 

Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 2. 20 
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einem ö allineirt. Da nun nach Art. 7 den j und j sechs der 77, ein- und 
umgeschriebene Tripel entsprechen, so hat man: 

Auf einer Curve dritter Ordnung (p= 1) giebt es 24 der Curve ein- 
und umgeschriebene Dreiecke. Dieselben theilen sich in vier den Wendepunkts- 
dreiecken zugeordnete Sextupel. Jedes Dreieck eines solchen Sextupels ist 
nach dem zugehörigen Wendepunktsdreiecke sich selbst conjugirt. Das Sex- 
Inpel theilt sich in zwei Ternen. Die Dreiecke einer Terne bilden eine 
NVeutralgruppe und bilden überdies eine Configuration (A) [sind zu zweien 
dreifach perspectie‘. Jedes Dreieck der einen Terne liegt mit jedem Dreiecke 
der anderen Terne auf einem von neun Kegelschnitten t', w, vd”. 

Dies lehrt aber auch: Unter den Neutralgruppen giebt es nur acht, 
die überdies eine Configuration (A) bilden. Sie mögen (A) heissen. Für 
je zwei, die „verbundene“ Gruppen sind, tritt ein Wendepunktsdreieck tuv 
hervor, und jene drei ihrer Tripel, die zu ta® gehören, bilden die (A). 

11. Nachdem das zu ta» gehörige Sextupel von 3p. Tg. C. die 
Wendepunkte von K, abbildet, fragt es sich noch, was den übrigen 18 T'g.- 
Uvklen auf der K, entspricht. Da sie sich in 3.2 Neutralgruppen sondern, 
so müssen ihnen auf K, 5.2 zu d,d,f eonjugirte Tripel entsprechen. Jedes 
dieser Tripel wird sein eigenes Tangentialtripel sein. Die drei Punkten 
eines solehen 'T'ripels entsprechenden Tripel auf 7, sind einander einge- 
schrieben. Hienach: 

Die sechs 3p. Tg. C. der K;,, die zu d,d,f eonjugirt sind, bilden 
sich als die 18 übrigen 3p. Tg. ©. der 7, ab. 

Und ferner: 

Jede der acht speeiellen Neutralgruppen (A) setzt sich in vierfacher 
Art aus drei zum selben Wendepunktsdreiecke gehörigen conjugirten Tripeln 
zusammen. Die drei Tripel, welche zu dem für (A) ausgezeichneten 
Wendepunktsdreiecke gehören, sind dreifach perspectiv, die drei bezüglich 
eines anderen Wendepunktsdreieckes conjugirten Tripel sind successive 
einander eingeschrieben. 

12. Zur Erleichterung des Ueberblickes über alle 24 3p. Tg. ©. 
können folgende Betrachtungen dienen. Aus j, wird irgend ein 3p. Tg. U. 
von K, in einen anderen projieirt. Demnach: Verbindet man die Punkte 
sweier 3p. Tg ©. von 1’, die nicht zum selben Wendepwmktsdreiecke gehören, 


in eyklischer Reihenfolge, so begegnen die Verbindungslinien der C, in Punkten 
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eines neuen Tg.-Cyklus”). Da die Verbindung auf drei Arten stattfinden kann. 
so sind drei Tg.-Cyklen erhältlich. Sie bilden eine Terne bezüglich eines 
dritten Wendepunktsdreieckes. 

| Bezeichnen wir mit da’a”, aaa” die 2.3 3p. Te. C. auf K,, die 


zu 0,0, conjugirt sind, so seien durch Projeetion verbunden 


mit dem Tripel öö,;, mit 1,1]; mit 1,11]: 
+ _ ur 4 wg 
ei er weg 
u au er € 7 a; 


Sind III”, IFII’II” die den sechs Tripeln entsprechenden Ternen 
A) auf /5, entsprechen aber den Tripeln von d,f, d,f die Ternen III. 


sind III, UI, 1117, III die zu den Wendepunktsdreiecken gehörigen Sex- 
tupel. Es entsteht nun folgende Gruppirung: 


irw uzım” rem 
L7’ı7” Im, III”. 
Ir", "om, 


Je drei 'Ternen einer solchen Gruppe haben die Beziehung, 
irgend ein 'Tripel der einen 'T’erne mit einem Tripel der 
verbunden als Schnittpunktsdreiecke die drei Tripel der 
derselben Gruppe liefert. Daher: 


dass 
zweiten Terne 
dritten Terne aus 
Die acht Ternen stellen sich auf achtfache Art zu dreien 


n- 


SO ZUSAMMEN, 
dass die in drei solchen Ternen enthaltenen Tripel eine Configuration (3, 12) 
von 27 Punkten und 108 Geraden bilden. 

Die acht Ternen verhalten sich wie acht Wendepunkte einer Curve 
dritter Ordnung. Dem neunten Wendepunkte analog ist die Wendepunkts- 
gruppe auf 77. 





Alle 3p. Tg. C. geben zusammen eine Configuration (3, 30) von 

72 Punkten und 648 Geraden, die wegen ihres homoeenen Verhaltens be- 
oO oO 
züglich aller ihrer Punkte von topologischem Interesse ist. Jeder Punkt 
oO oO 

ist nur mit den Punkten der zur seinigen „verbundenen“ Terne nicht allineirt. 

13. Die von j, an die K, gelegten Tangenten haben ihre Berührungs- 
punkte auf der harmonischen Polaren; demnach der Satz: „Die Berührungs- 
unkte der neun aus den Punkten eines 3p. Tg. C. an die 7, vehenden 

o oO 
*) Dass dies eintritt, folgt auch direct. 
20 * 


* 
3 
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Tangenten bilden eine Configuration (A).“ Und zwar sind die drei unver- 
bundenen 'Tripel in ihr die, welche aus drei den Punkten des Tg. ©. in der- 
selben involutorischen Correspondenz zugeordneten Punkten bestehen. 

14. An der K, giebt es ferner 3.6 3p. Tg. C., die nicht zum 
Wendepunktsdreiecke d,d,f conjugirt sind. Jeder solche Cyklus überträgt 
sich nach 7/3, in drei einander suecessive eingeschriebene Tripel nach tar. 
Diese neun Punkte müssen auch ihre eigenen Tangentialpunkte enthalten. 
und da eine Theilung in 3p. Tg. C. nicht mehr statthaben kann, so folgt: 

Jeder nicht bezüglich 0,0, conjugirte 3p. Tg. C. von K, überträg! 
sich nach I’, in einen Ip. Tg. ©. Die 9p. Tg. ©. der I, sondern sich in 
vier Gruppen, die den Wendepunktsdreiecken zugewiesen sind. In jeder Grupp: 
siebt es IS. 

Dieses Resultat kann sofort auf die AK, angewendet werden. Sie 
besitzt 18 9p. Tg. C., die aus je drei bezüglich d,d,£ sich selbst conjugirten 
Tripeln bestehen. Jeder dieser Uyklen überträgt sich nach 7/7, in eine 
(sruppe von 27 Punkten, die aus neun successive einander eingeschriebenen 
Dreiecken besteht. Da ferner der 9p. Tg. C. von K, drei nach d,d,f con- 
jugirte Tripel enthält, so zerlegt sich die Gruppe in drei Neutralgruppen. 
Der Tangentialpunkt eines Neuneekpunktes springt aus dem zweiten Tripel 
in das dritte Tripel und wieder in das erste Tripel zurück. In der Gruppe 
auf /, springt folglich der Tangentialpunkt aus der zweiten in die dritte 
Neutralgruppe und wieder zurück, und da beim 9p. ©. der dritte und siebente 
Tangentialpunkt mit dem Ausgangspunkt allineirt sind, so muss das aueh) 
in der Gruppe der Fall sein. Daher: Jeder 9p. Tg. €. von K;, der zu Ö,0;t 
gehört, überträgt sich nach I‘, in drei Ip. Tg. C., welche zusammen eine (on- 
figuration von 27 Punkten, 108 Geraden und der Art (3, 12) bilden. Die für 
die 15 3p. Tg. C. auf K, geltenden Beziehungen übertragen sich nun so: 

Die 185 9p. Tg. ©., die zum selben Wendepunktsdreiecke gehören, 
(heilen sich in zwei Gruppen zu neun, und jede wieder in drei 'T’ernen. 
Jede Terne von Cyklen bildet eine Configuration (3, 12) von 27 Punkten 
und 108 Geraden, die auch aus drei Neutralgruppen besteht. Die neun 
Neutralgruppen der einen Gruppe sind „verbunden“ mit den neun der anderen. 
Jede Terne lässt sich auf neunerlei Art in Configurationen (A) zerlegen. 
Die neun Cyklen einer Gruppe bilden zusammen eine Configuration (3, 36, 
von 81 Punkten und 972 Geraden. 

15. Ein 3p. Tg. C. lässt sich mit den Punkten eines 9p. Te. ©. 
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‚urech 27 Gerade verbinden. Nimmt man auf K, einen Punkt j und einen 
‚lem Ö,d,£ fremden 3p. Tg. C., so ergiebt sich durch die Projeetion ein 
neuer Cyklus, daher: 

Ein 3p. und ein 9p. Tg. CÜ., die zum selben Wendepunktsdreiecke 
sehören, werden durch 27 Gerade verbunden, die sich zu dreien in neun 
Punkten eines neuen Uyklus schneiden, der zum selben Wendepunktsdreieck, 
aber nieht zur selben Neunergruppe (14. a. E.) gehört. 

Vereinigt man auf K, einen 3p. C. von d,d,f und einen diesem 
{remden Cyklus, so folgt: 

Gehören ein 5p. und ein 9p. Tg. U. verschiedenen Wendepunkts- 
lreieeken an, so liefern die Verbindungslinien 27 Schnittpunkte, und es eilt 
der Satz: 

Werden die 3p. Tg. C. einer Terne (Art. 10.) mit einem 9p. Te. C., 
‚ler mit der Teerne nicht zum selben Wendepunktsdreiecke gehört, verbunden, 
so theilen sich die 27 Sehnittpunkte im drei 9p. Tg. C., die zu einem dritten 
Wendepunktsdreieeke gehören und eine Terne bilden (Art. 19). In jedem 
der 27 Punkte kreuzen sich aber drei Verbindungslinien. 

Dieser interessante Zusammenhang gilt. wie sich zeigen wird, auch 
bei höheren Uyklen. 

16. Ein 9p. Tg. C. giebt als Complex dreier successive einander 
eingeschriebener 'Tripel für sich schon eine Configuration (3, 3). Dieselbe 
ist aber nicht mit der Configuration (A) dreier dreifach perspeetiver 'Tripel 
identisch. Während beim 9p. T'g. C. die conjugirten Tripel mit Punkten 
und Geraden in die Configuration eintreten, erscheinen in (A) von den drei 
Tripeln nur die Punkte. Es lässt sich hier allgemein sagen: Man nehme 
auf den Seiten von ABC drei Punkte A,B,C,. auf deren Geraden drei weitere 
B.,.C, 
Verbindungslinien durch A, B, C gehen. Dann hat man einen Cyklus von 


A;B;C,, u. s. w. bis zu A _, und wähle A,,B,_,C,_, so, dass die 


a—1 & a 


- einander successive eingeschriebenen Dreiecken. Liegt nun stets A,, B.. 
G, auf BC, CA, AB, @=1 bis e—1), so können drei Fälle 
eintreten: A, B, C liegen in B,_C,-, C©,-1A.-, A, B,-ı oder B,_,C 
AB, ©, A.) Mer 0, ,A A 

drei wesentlich verschiedene Configurationen (3, 3) der 3e Punkte, die mit 


G- 


a1, As-ı Ba P._1C._ı. Diesem entsprechen 


Ayu, Bau, Or, bezeichnet werden mögen. B;, kommt nicht vor, der Sp. ©. 
Ist O,;. 


17. Bildet man nun die 3.18 9p. Tg. Ü. der K, ab, die nicht zu 
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d,0,f gehören, so übertragen sie sich nach 77, in 27p. Tg. C., die zum 
Wendepunktsdreiecke tuv gehören. Es giebt daher 8.27 solcher Cyklen 
auf 7), die 6.27 dem tuo fremden Cyklen haben zu Originalen auf F, die 
2.27 ebenfalls 27p. Tg. C. von K;, die zum Wendepunktsdreiecke Jd, dt 
eehören, jeder von K, setzt sich in drei Cyklen von 7’; um. 

Ich will hier die Beschreibung der Cyklen, ihre gegenseitigen Be- 
ziehungen, das Verhalten der Tangentialpunkte unter einander, die Eintheiluns 
der sämmtlichen 216 Uyklen in Gruppen, Ternen u. s. w., das Zusammen. 
treten zu neuen Uonfigurationen nicht weiter verfolgen und gehe zu den 
allgemeinen Resultaten über. 

15. Setzt man den eingeschlagenen Process der Entwiekelung von 
Tangentialeyklen auf 75, Aufsuchung ihnen gleichartiger Cyklen auf X, und 
kückübertragung mittelst der Abbildung auf die 7), fort, so kommt man zu 
den 3’p. Tg. €. einer Curve dritter Ordnung. 

Es gelten hierüber die folgenden Sätze: 

l. 3'’p. Tg. ©. giebt es auf jeder Curve dritter Ordnung (p=| 
3.3". Sie theilen sich in vier Gruppen von je 2.3”, jede Gruppe ordne! 
sich einem Wendepunktsdreiecke zu. 

ll. Jeder Cyklus besteht aus 3°" Tripeln, welche nach dem Wende- 
punktsdreiecke, zu dem er gehört, sich selbst conjugirt sind. Sie sind über- 
dies suecessive einander eingeschrieben. Die Art der Einschreibung ist die 
von G, .-ı (Art. 16). 

Il. Es ist jedes Tripel das Tangentialtripel seines Nachfolgers. 
und Eekpunkte eines 'Trripels sind immer ein Punkt und sein 3". und 
2.3", Tangentialpunkt. Auf einer Geraden eines solchen Tripels ist dahe 
immer ein Punkt mit seinem 3""", und (2.3””'+1). Tangentialpunkte enthalten. 

Die drei durch einen Cykluspunkt gehenden Tripelgeraden enthalten 
demnach seinen 
3”, und (2.3”"'+1)., (3""'+D. und 2.3”, (3-1). und (2.3”"—-1). 
Tangentialpunkt. 

IV. Durch successive Anwendung des vorigen Satzes folgt nun: 
Jedes conjugirte Tripel des Cyklus bildet mit einem anderen desselben 
Cyklus ausser seinen beiden Nachbartripeln eine Configuration (A), deren 


i AR x z . FE EEE 
drittes Tripel ebenfalls dem Oyklus angehört. So giebt es 3 a —— Con- 


Der ganze Cyklus bildet eine Configuration von 





figurationen (A) im Cyklus. 
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Punkten und 5"-- Mu Geraden und von der Art (3, ina. y" Jeder 
Punkt dieser Configuration ist also nur mit zwei anderen Punkten derselben 
nicht verbunden, nämlich seinem Vorgänger und seinem Nachfolger im Tan- 
entialeyklus. Die Configuration ist eine sehr concentrirte. 

V. Zunächst folgt: Jedes 'Tripel bildet mit seinem 

3”-1, und (2.3”"'+1)., (3"""+1). und 2.3”',, (3"-1-1), und (2.3”"—1 
Tangentialtripel eine Configuration (A). 

Um allgemein bestimmen zu können: a) Im wievielten Tangential- 
punkte trifft die Verbindungslinie eines Punktes mit seinem x. Tangential- 
punkte die Curve? b) Die Stellung der Tripelpaare im Cyklus der Tangential- 
tripel, die mit einem gegebenen Tripel des Uvklus eine Configuration (A 
bilden, dient der folgende Vorgang: 

Im Y9p. Tg. C. ist ein Punkt allineirt mit seinem 2. und 5., 3. und 7 

und 6. Tangentialpunkt, folglich in» jedem höheren Cyklus ein Tripel 
mit seinen ebensovielten 'Tangentialtripeln. In den höheren Uyklen ist 
dann wieder 0 mit 2+5° und 5+3° ete. allineirt, so dass allgemein eilt: 
In jedem Cyklus ist 0 allineirt mit den Tangentialpunkten 


. 921, 9 953 | Y4 . . 
2+0.3°+B.3+4y.3’4-- = 24a, 
r | oe, .) 5 > )+ 2 I n u 
e) T Er 3 17pP+09 N 7 ..) o he 4, ] 0, 


wo die Coeffieienten «@, 5, Y, ... nur die Werthe 0, 1, 2 annehmen können. 
Die Coefficienten im ersten und zweiten Ausdruck müssen dieselben sein. 
Übenso sind nun 0, 53+0, 7-+0, und 0, 4+09, 6--0, allineirt. Der Zu- 
schlag o, kann, wenn er bis 3”"' geht, 3”"" verschiedene Werthe annehmen. 


Stellt man nun die Werthepaare 3", 2.3” "+1; 3'+L, 2.3: 
37—1, 2.3”7'—1 für 27 her, d.i. 9,19; 10, 18: 8, 17, so ergiebt sieh wieder 
La. ”’+P. 3’+y.3°4 ... — U1Lo,. 
n ) 
ea... =Uu1 2 


19+0.3°+9.3’+y.3°+--- 19 4 0,, 
ebenso 10-+0, 18+0,; 8+0, 17-+0, sind mit 0 allineirt. Beginnt man 
dann mit den drei Tripelgeraden von Null in SI und schreitet so fort, so 


gelangt man zu allen möglichen u im 3”-punktigen Cvklus. Im 
Allgemeinen möchte ieh noch feststellen: Ist ein Punkt mit seinem x. und 


Eine Configuration ist von der Art (m, n), wenn m Punkte derselben in einer 
Guilnı liegen und n Gerade durch einen Punkt zehen. 
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y. Tangentialpunkt in einem 3”-punktigen Cyklus allineirt, so ist er aue)ı 
in einem 3’p. Tg. ©. mit den ebensovielten Tangentialpunkten allineirt 
Jede Zahl x kann aber unter einer der obigen Formen dargestellt werden 

VI Ist 0, x, y allineirt, so ist auch jedes Tripel mit seinem x. uni 
y. Tangentialtripel zu einer Configuration (A) vereinigt. 

VI. Jeder dem d,d,f fremde 3’p. C. der K, bildet sich auf die 
/', in einen 3""'p. C. ab, dessen Tripel bezüglich tx® eonjugirt sind. Ferner 
Jeder 3""'p. Tg. C. von K;, dessen Tripel nach d,d,f eonjugirt sind, über- 
trägt sich auf /, in eine Terne von 3"*"'p. Tg. C., die nicht zu tuv ge 
hören. Diese drei Cyklen zerlegen sich in 3"*' Neutralgruppen, so dass in 
jeder Neutralgruppe von jedem Cyklus der Terne ein Punkt mit seinen 
3”. und 2.3”. Tangentialpunkte enthalten ist. 

Die Terne lässt sich andererseits in 3” nach fu®e conjugirte "Tripel 
zerlegen, die suecessive einander eingeschrieben sind, und zwar ist dies: 
Kinschreibung die von A,,... Do entstehen nun 

pe: u 2 Me: a ©. a 
d. i. alle 3"*'p. Tg. C. auf 77. 

VII. Die Tangentialeyklen, die zu fae gehören, theilen siel 

in zwei Gruppen von je 3” Cyklen, die zusammen eine Configuration 


In 
7? 34 


€ € \ aD ) 3 — fi z . . 
3,34 3°+ 3°-+ +3") von 3° Punkten und 3°"- — - (reraden bilden. Diese 
Configuration besteht andererseits aus 3””° Neutralgruppen. Die Neutral 
sruppen der beiden Gruppen sind „verbunden“. Diese Configuration sei C, 

Jede dieser Gruppen zerfällt in drei Unterabtheilungen von je 3" 
(yklen, die für sich Configurationen (3, 3+3°+ +3”) von 3” Punkten 


< > 3" 14 { . . 4 » * ® [ . 
und 3°°.— Geraden sind. Diese Configuration sei mit Ca. bezeichnet. 


Jede C,,_, spaltet sich wieder in drei Untergruppen von 3” Cyklen 
1 fi r r any) Hr ) . ray) Y Y?n ) 3n3__4 \ 
der Art (3, 5+3°-+- +3") mit 3°" Punkten und 3”. 5 Con- 
ligurationsgeraden, C,,.. Diese successive Spaltung giebt, weiter ver- 
tolgt, Ternen von Uyklen (Art. VID, welehe Configurationen A,„,, sind. 
während schliesslich der Cyklus selbst eine Configuration C,,,, ist (Art. 16. 
Folglich: 

Die 3"p. Tg. Ü. eines Wendepunktsdreieckes lassen sich in zwei 
Gruppen C.,, in 6 C..., in 15 C.., m 2.30,..-.., in 2.3""C,,., (d.i. 


3 \ 
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A,41) zerlegen. Die C,,._; bildet eine Configuration (3, R nude, von 
3-1 
2 

IX. Aber auch die 3"p. Tg. C., die verschiedenen Wendepunktsdrei- 
eeken zugehören, haben Beziehungen, die sich «dureh Abbildung der Beziehun- 
sen zwischen den 3"p. C., die zu Ö,d,f auf K, «ehören, ergeben. Speeiell 
hebe ich hervor: Die acht Gruppen C,,, ordnen sich auf achtfache Art zu 


3r+14 2.3” 3 \ 


; ) bilden. 
Verbindet man die Punkte eines 3”p. ©. mit denen eines 3’p. C.. 


9-1 Punkten und 3”. Geraden. 


dreien so zusammen, dass sie eine Configuration (3, 


so erhält man in den weiteren Begegnungspunkten mit der C, wiederum 
Punkte gewisser Tg. C. Insbesondere: Gehören ein 3p. und ein 3'’p. Tg. © 
zum selben Wendepunktsdreiecke, so liefern die Verbindungslinien neuerdings 
einen 3"p. Tg. ©. desselben Wendepunktsdreieckes. Gehören sie verschiedene 
Wendepunktsdreiecken an, so bilden die Schnittpunkte keinen vollständigen 
Oyklus, sondern erst die Sehnittpunkte, die aus dem 3’p. Tg. €. und der 
ganzen Teerne 3p. C. hervorgehen, bilden drei vollständige 3”p. ©. 

Es ergiebt sich auch eine ganze Reihe von Sätzen über rationale 
C,, und ich hebe nur diese zwei hervor: Drei zu den Doppelpunktstangenten 
einer C5 eyklisch-projeetive Strahlen treffen die C} in drei Punkten eines 
zum Dreiecke der Inflexionsgeraden und der Doppelpunktstangenten sechs- 
fach perspectiven Tripels. 

Hat die C; in £ einen Doppelpunkt, so trifft sie ein u’, v’ noch in 
drei Punkten eines Tripels, die nur gleichzeitig nach # rücken können. Daher: 
Die beiden die C; in £ fünfpunktig berührenden Kegelschnitte berühren die 
Inflexionsgerade in den Schnittpunkten mit den Doppelpunktstangenten. 


II. 

1. Ist die 7, äquianharmonisch, so sind O0, & ineident, 1. 11h], 
gehen durch O, so dass jede zu tw» gehörende Trerne 5p. Ü. eine eyklische 
Configuration bildet. Dies gilt ebenso für K,; damit für 7}: 

Auf einer äquianharmonischen Curve dritter Ordnung bilden alle acht 
Ternen aus 3p. Tg. C. eyklische Configurationen bezüglich des Hesseschen 
Dreieckes tuv. Die Ausdehnung auf 3”p. ©. ist evident. 

2. Den Dreikanten, die sich nach O0 (TUV) selbst conjugirt sind. 
entsprechen in der Abbildung drei äquianharmonische Curven von eigen- 
thümlicher gegenseitiger Lage. Nämlich: Jede Curve hat die eyklischen 
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Configurationen, in denen sie die beiden anderen trifft, zu Ternen 3p. Te. C., 
während die dritte Configuration ihre Wendepunktsdreiecke enthält (Art. 9). 

3. Dreht sich die Ebene F um ii, in J, so durchläuft £ die Ge- 
vade Of. Die Punkte J,JJs, JıJ]); durchlaufen zwei äquianharmonische Curven, 
deren Ebenen Od, f, Od,f sind. Die Abbildung deutet daraus: 

Die zu tuv conjugirten Tangentialtripel aller Curven eines syzygetischen 
Büschels von I’, unseres Systemes erfüllen zwei äquianharmonische Curven. 
Diese beiden bilden mit jener äquianharmonischen Curve des büschels, die tur 
zum Hesseschen Dreiecke hat, drei Curven der oben erwähnten Lage. 

4. Die eine Ortseurve enthält demnach ®' Ternen eonjugirter 'Tripel 
ler Büscheleurven. Jede Terne ist aber gleichzeitig eine Neutralgruppe und 
besteht (Art.4. 1.) aus eonjugirten Tripeln bezüglich jedes anderen Wende- 
punktsdreieckes, und diese Wendepunktsdreiecke sind nach 2. und 3. die zu 
/ue gehörigen 3p. Tg. C. der Ortseurve, demnach der eigenthümliche Satz: 

Auf einer äquianharmonischen Curve giebt es sechs weitere Reihen con- 
jugirter Tripel, die bezüglich je eines der dreipunktigen zum Hesseschen ge- 
hörigen Tg. C. sich selbst conjugirt sind”). 

So giebt es auf jeder äquianharmonischen Curve drei Reihen symme- 
irischer Gruppen. Jede enthält in 9 Punkten 12 Tripel, die zu dreien bezüg- 
lich der vier Wendepunktsdreiecke oder bezüglich des Hesseschen Dreieckes 
und einer Terne 3p. Tg. ©. conjugirt sind, Auf K, sind sie dargestellt durch 
die mit Od), 0, allineirten Punktetripel und die nach 0,0,0 conjugirten Tripel; 
nämlich so, dass je drei Punkte, die mit d, oder d, allineirt sind, in 7; 
Punktetripel zu Bildern haben, welche zu der d,f oder d,£ abbildenden 'Tan- 
vential-(A) deren Tripeln nach eonjugirt sind. 

Oder so ausgedrückt: Das Hessesche Dreieck bildet mit den drei 
Wendepunktsdreieeken oder mit einer der beiden zugehörigen Tangential-(A) 
drei Dreiecksquadrupel 3, 4;. Im der C, giebt es nun drei Reihen von je 
xo' Neunergruppen, von denen jede sich gegen ein bestimmtes der Dreiecks- 
quadrupel so verhält, wie die Reihe der Neutralgruppen hinsichtlich der 
Theilung in conjugirte Tripel gegen die Wendepunktsconfiguration. 

Alle drei Neunerreihen haben die Wendepunktsgruppe gemeinsam. 
Die zwei Punkte, welche einen Wendepunkt zu einem Tripel ergänzen, 
das bezüglich eines der sechs speciellen 3p. Tg. C. eonjugirt ist, sind wieder 


=) Jch habe diese Tripelreihen schon bei anderer Gelegenheit bemerkt in: „Ueber 
sueeessive quadratische Transformationen“. Sitzungsberichte der Wiener Akad. Bd. 32. 








a or 
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Wendepunkte. So tritt eine neuerliche Theilung der Wendepunkte in 18 
Tripel und dieser wiederum in 6 Tripelternen ein, auf welche ich an anderem 
Orte zurückkomme. Dieselbe ist von Wichtigkeit für die mit der Wende- 
punktseonfiguration verbundenen periodischen Transformationen, scheint aber 
auch von besonderem substitutionen-theoretischem Interesse zu sein. 

Für die beiden neuen Neunergruppen besteht die Zusammenordnung zu 
Paaren „verbundener“ Gruppen wie bei den Neutralgruppen nicht. Dageren 
kann man 27-punktige Gruppen bilden die sich sowohl in drei Gruppen der einen 
als der anderen und auch der Neutralreihe sondern lassen und welehe ausser- 
dem noch eine Thheilung in drei eyklische Contigurationen (Art. 4. 1.) gestatten. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass die nach 3p. Tg. ©. conjugirten 
Tripel im Allgemeinen nieht mehr durch ein Projeetionsverfahren erhalten 
werden können. 

Nur die drei Punkte des Tangentialevklus selbst haben die Eigen 


schaft, dass sie ein jedes der zugehörigen 'T'ripel wieder in ein Tripel pro- 


jieiren. Demnach: Zieht man aus einem Punkte eines 3p. Tg. U. ta» die 


. 
> 


drei weiteren Tangenten, so bilden die Berührungspunkte ein nach fa» con- 


jugirtes 'Tripel ete. 


5. Zu den in 2. II. erwähnten besonderen Curven des Systemes / 
tritt eine andere Klasse von Curven, die tue zu einem 3p. Tg. Ü. im einen 
oder anderen Sinne haben und deren Hessesches Dreieck dem 'T'ripelsystem 
angehört. Sie bilden sich auf der F, als Raumeurven dritter Ordnung ab. 
die TUV enthalten. Von O geht an dieselbe eine Sehne; deren Stützpunkte 
bilden sich auf die /, als die mit fa® zu einer Terne vereinigten Tan- 
gentialtripel ab. Der dritte Treffpunkt der Sehne auf F, ist das Hessesche 
Dreieck der äquianharmonischen Curve 7}. Die Tangenten der Raumeurve 
in jenen Stützpunkten sind Intlexionstangenten der F,. — 

6. Es ist ersichtlich, dass diese Methode, die hier zum ersten Male 
angewandt sein dürfte, zu einem einmal construirten o’-Systeme von ein- 
deutig verbundenen n-punktigen Gruppen in der Ebene eine Fläche hinzu zu 
construiren, welche 





Punkt auf Gruppe — auf die so getheilte Ebene 
abbildbar ist, für das tiefere Studium dieser Gruppenmannigfaltigkeit von 
wichtigen Erfolgen begleitet sein kann. Die grosse Variabilität in den An- 
nahmen vermehrt ihre Anwendbarkeit. 


Prag, December 1881. 
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Nachtrag. Für die in II. 10. gefundene Tangential-(A), welche von 
drei 3p. Tg. C. gebildet wird, bin ich bei Gelegenheit einer Untersuchung 
über periodische Transformationen, deren 'T'heorie mit diesen Dingen auf das 
Engste zusammenhängt, u. A. auf folgende eigenthümliche Sätze gestossen: 

Je zwei der 3p. Tg. ©. besitzen drei Perspectivitätsaxen, welche den 
drei Perspectivitätscentren, das ist den Punkten des dritten Tg. ©. in bestimm- 
tem Sinne umschrieben sind. Die beiden entgegengesetzten Umschreibungssinne 
vertheilen sich auf die beiden zum selben Wendepunktsdreiecke gehörigen Tan- 
gential-(A). Für zwei zu verschiedenen Wendepunktsdreiecken gehörige Tan- 
gential-(A) verschwindet der Unterschied im Sinne der Umschreibung. 

Die Curve dritter Ordnung, welche durch zwei 3p. Tg. C. einer be- 
liebigen Curve CO, und durch die drei Seitenschnitte in einer von deren Per- 
spectivitätsaxen bestimmt ist, ist immer äquianharmonisch. 

In einer äquianharmonischen C, wird jeder 'Tlangentialeyklus von 
einer Ecke des Hesseschen Dreiseits aus wieder in zwei Tangentialeyklen 
derselben Art auf die €, projieirt. 

Der Beweis dieser Sätze ergiebt sich durch einen langwierigen und 
vielfach verschlungenen und an andere Untersuchungen anknüpfenden Ge- 
dankengang, den ich an anderem Orte darlegen werde. 


September 1885. 
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Bemerkung über die Aequivalentsubstitutionen 
binärer quadratischer Formen. 


(Von Herrn J. Hermes in Königsberg i. Pr.) 


ü 
(Teht die Form (a; b,; a,), die mit 9, bezeichnet werde, dureh 

’ ’ — AB\. 22 

eine Aequivalentsubstitution w 4 in &, d.ı. (Ay; Bo; A,) über, so sind 


! und 4 (und ebenso auch 7 und 53 Zähler und Nenner eines Ketten- 
bruches*), dessen Elemente aus den abwechselnd positiv und negativ ge- 
nommenen vierten Substitutionseoeffieienten zweier Formenketten und einer 
eingeschalteten Null bestehen. 

I. Die Form 9, möge durch die Elemente #, ... z%, in eine der 


Periode angehörige Form 9, übergehen, die Form &,, von derselben pos. 


Det. D, durch die Elemente A,, ... 4, in dieselbe Form %, übergeführt 
werden können, so wird 

rl a. nn 

A = (2, ... An 0, +A„- 1» ... 4+ h,), 


wobei die oberen oder unteren Zeichen zu wählen sind, je nachdem die 
(resammtanzahl der Elemente dieses Kettenbruches ungerade oder gerade ist. 
2 a are... EA Be rl un Fi, B, 
r = +, .. Fa, 4 = +, --- Fi, h). 
Zwischen z#,_, und Null können noch beliebig oft die zur Periode gehörigen 
Elemente 7,, 77, ... oder zwischen Null und #4,_, die der inversen Periode 
mit erforderlichem Zeichen eingefügt werden. 
Beweis. 1. Geht nämlich von einer Kette benachbarter quadratischer 


*) Verallgemeinerung des bekannten Satzes bei der Pellschen Gleichung. Ver- 
gleiche: Dirichlet, Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, dritte Auflage, pag. 153, 
Anmerkung. 
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Formen u. $1, ».. 9, Jede in die folgende resp. durch die Aequivalent- 





substitution ( vr ) ( win + ) ül o eeht h.di | | 
» 8 \ " N “ Em . Pe > Ve { ; > . ’S r I 
—18 A \_10,/ Wber, so geht auch die erste ın | 
. u . . ne aß s 1 
die letzte über durch die zusammengesetzte Aequivalentsubstitution ( A worin: 
a ’ 


az im... 5 Bat: 


n)) 





ya ti... u. dei, .. Kl 
Hierbei sind die Elemente < mit ungeradem resp. geradem Index gleich den 
positiv resp. negativ genommenen entsprechenden d. Die Zeichen sind: 
bei »=V(mod.d),, =2(mod.d4); = 1(mod.4), = 3(mod.4), 
ae TREE TFT 
ee ER BER 9 RE 
2. Werden die d,, da, ... »ormal”) bestimmt, d. h. so, dass für pos. 
Det. die Bedingung YD—(a,)<b,—- |YD) gilt, so kommt man auf die 
Periode von redueirten Formen**), deren d dann abwechselnd positiv und 
negativ sind. 


*) 


3. Nun hängt a, = a,@+b,.20y+a,y nur von @ und y ab, gehört 
also zum Bruche — (Zus... %,—1), wobei y und « stets relativ prim zu ein- 


ander sind. also: 


i=H+1. 
ER T.[%, ... £n 1) 


r. y » [3 r [} [ ” ” 
Wird daher auf irgend eine Art in einen Kettenbrueh verwandeli 
e - 
-(Zis e. Z,_1), So müssen sich mit Benutzung der diesen Elementen 2, ... Z, 


„_' (und dem 
in normaler Weise zu bestimmenden d,) zunächst wieder die Form y, und 


in angegebener Weise entsprechenden nicht normalen d}, ... 0 


somit auch die übrigen Glieder der Periode wie vorhin ergeben. 
Ist noch ausserdem (2, ... 4.) = (Zı,...%, 2) (woraus sich dann auch 
wegen des von der Elementenzahl abhängigen Zeichens der Differenz zweier aut 


=) Lejeune Dirichlet: Vereinfachung der Theorie der binären quadratischen Formen 
von positiver Determinante (Berliner Akad. 1854). Pag. 100 wird ein Kettenbruel: 
mit nur positiven Elementen „normal“ genannt, während die jetzt gebräuchliche Be- 
zeichnung dafür „regelmässig“ zugleich gestattet, für die bekannte Entwickelung 
quadratischer Formen durch benachbarte zu redueirten den Ausdruck normal zu ver 
wenden. 


==) vol, a.a.0. S4 und 5, pag. 106 ff. und Hermes: Gleiehungen ersten und 
x c > R . c ei ni = 
zweiten Grades, (B. G. Teubner’s Verlag) pag. 76, No. 170. 
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einander folgender Näherungswerthe und 7 = +! die Congruenz » =p(mod.2 
orgiebt), so muss d,—d, werden, weil schon die vorhergehende Form %,_, 


ınverändert erhalten wird und es nur eine normale Fortentwiekelung, dureh 
041 


3 giebt. 


4. Um ferner für die erste Wurzel », der Form g, einen regel- 


mässigen Kettenbruch zu erhalten, müssen, je nachdem das zu einer be- 
\iebigen Form schon der ersten oder doch einer der im Endlichen folgenden 
Perioden gehörende Öd, positiv oder negativ ist, die Elemente des Bruches 


= (Z,.. %-1) In gerader oder ungerader Anzahl entwickelt werden und 
144 


abgesehen vom ersten sämmtlich positiv sein. Bei genügend grossem n 
ist es dann stets zu erreichen, dass das normal hinzutretende 0, =0d, wird”). 
Somit ist der Kettenbruch regelmässig und bleibt also die Periode unver- 
indert, sie gehört zu der Form %, und zu deren erster Wurzel w,, denn 
liese kann nur auf eine Art in einen regelmässigen Kettenbruch verwandelt 


werden. 


5. Ist A = (+... %,_1), 80 Ist nach dem Satze über Kettenbruchelemente 


n 


=) Dies folgt durch Anwendung der fünf Sätze in $1 der eitirten Abhandlung 
Dirichlets oder auch durch folgende Schlussweise: 

Zieht man bei einer Reihe auf einander folgender Näherungswerthe eines 
Kettenbruches, welcher von einer gewissen Stelle ab nur positive Elemente enthält: 
7, 7%, ... zwei auf einander folgende Zähler =, und z, an dieser Stelle in Betracht, 
so können dieselben A) gleichnamig sein; dann sind es auch die folgenden Zähler, 
und es kann, wie beim regelmässigen Kettenbruche, ein nachfolgender Zähler nie 
uumerisch kleiner als der vorhergehende werden; oder B) ungleiehnamig, etwa = 
negativ, 3, positiv, so wird 2, =3,+32,7, nun vielleicht positiv (Fall A) oder, wenn 
es noch negativ bliebe, wäre es numerisch kleiner als z. Dann könnte 3, = 2,+z,7, 
wieder negativ ausfallen (Fall A), oder wenn es positiv bliebe, so wird =, = 3,+3,7, 
jetzt positiv oder im anderen Falle numerisch kleiner als s, und um so mehr kleiner 
als z, ete. Mithin muss nach einer endlichen Anzahl von Operationen immer zuletzt Fall 
I) eintreten, und dasselbe gilt auch für die Nenner. Dies hat zur Folge, dass sich, 
falls n= p(mod.2) angenommen wird, aus 


Bu) e,... u er+ urh a... u) Ei in), Fer 


ergiebt und somit d,, = Ö, wird; falls aber „= p—1(mod.2) ist, bilden die 4, %,, ».. 
einen Kettenbruch, der von einer gewissen Stelle an nur negative Elemente hat. 
In analoger Sehlussweise erkennt man, dass hier immer zuletzt der Fall ungleich- 
namiger auf einander folgender Zähler (Nenner) eintritt, woher denn in Verbindung 
mit a=p—1(mod.2) auch wieder (x, ...%,-2) = (%,, ... %u-.2), aber für = —1 folgt und 
zerade desshalb 0, = d, wird. 





v4 
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auch 
= (A, or Auen 0, + + An 0, +4, Er +4,„-ı) 
und zugleich, da 
/ a 
\* er Q; r, 0) — & .0.n q) ; di 
Ist, 


y N er en ” —ıh —h - ” \ 
(Z, er An) Ar re Any 0, + An + 0, ta, 4 


REE m 
Also gelangt man von 9, ausgehend (vgl. 3.) mit Benutzung der diesen 
sämmtlichen Elementen entsprechenden d (und d,) wiederum zu der Form du 
p,„ und somit zu den übrigen Gliedern der Periode. 

6. Benutzt man aber nur diejenigen d, die den Elementen des 
Bruches u. 





> (2. ar Ö, +/ ua * +4) di 


entsprechen (und 0), und gelangte man so zu einer Form (Pi; Q,; P}). so .] 
müsste diese weiter entwickelt in beiden Fällen, sei es, dass die Anzahl 


ZN 
der vorhergehenden Elemente 2, ... 4-0, # Au_ +4, 0 gerade, sei es. 7 
dass sie ungerade wäre, nach 5. durch die den Elementen +4,, +2, Ä 
entsprechenden d (und d,) zu g, führen. Da nun aber &, durch die den 
Elementen A,, ... A,_, (und A,) entsprechenden d nach Voraussetzung auf 
p,„ führt und 4,=0, ist, weil g, bereits der Periode angehört, so ist W 
P\: 05; P}) identisch mit &,. 
So geht z. B. die Form (13; pe 7) v. d. Det. 53 durch die Aequi- N 
. ’ 0 1 { 0 1 0) 1 . WI 
"alentsubstitutionen , ), = 2); ( oa), als °C . Kle- i 
valentsubstitutione 13 1)» \ 43/5 (4 14) Kg 3); so durch die Ele } 
mente 1, —3, —14 (und —3) in die der Periode NONE Form (—4: 5:7 1 
Mr . . e - 2 
über; andererseits die Form (47; 10; 1) dureh (_\ 4 ; ‚ also durch 
die Elemente —17 (und —3) in dieselbe Form (—4; 5; rn _Mithin wird 
die Aequivalentsubstitution: 
/ 
am — - —14, 0, 17), P=- [-3, —14, 0, 17, O]+he, | h 
- —[1, —3, —14, 0, 17), d=-[1l, —3, —14, 0, 17, 0]-+hy, 
d.i. weil A=0 aus 10 = 10+h.47 folgt, 
[r +3), 183] _ +1 
15 425 I52| = +l- 


ll. Beweis, dass zwei Formen derselben Determinante, die in ver- 
schiedene Perioden führen, nicht äquivalent sein können. 
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7. Die Voraussetzung ist hiebei also die, dass g, durch die Ele- 
mente Zr... %,.1)%,.! oder nach 4. dureh #,...z, ,!+z,! auf die der Periode 
; angehörige Form g, führt und &, durch «,..... «, , auf eine Form &,, 
die einer anderen Periode /7 angehört: diese Periode 77 bleibt also nach 
{, unverändert, wenn statt der Elemente « andere oder auch die vecgel- 
mässigen «© eingeführt werden. &, sei jetzt: (P,: O,, P, 

behauptet wird aber, dass es keine Aequivalentsubstitution gieht. 


lureh die 9, in $, übergeht. 


B.. a . . (A BN ’ . . ’ M 
(zäbe es nämlich eine solche ( >00, und ginge also dureh 
TA. 
. ® .. . l! co y . . ® 
dieselbe 9, ın $, über, so denke man sieh j nach 3. unregelmässie in 


lie Elemente des Kettenbruches (2, ... %_. 0, —4,_,:— 4) verwandelt und 
zwar 80, dass %, ... %,_,„, 0 dabei als gegeben zu betrachten sind, —A,_1,.—/ 
aber ermittelt werden könnten durch Weiterentwiekelung des Bruches und 
„war in soleher Anzahl, dass py—1 wie m-—1 verade, wenn d, positiv: un 
serade, wenn d, negativ ist. Durch Anwendung der Aequivalentsubstitution 
eieentlich) 


f 


(= +12, e —Aıl, BD, r Kan ** hr, V 


wobei 
B, = BEIA, = Ih 


sein muss, ginge dann also g, in (P,:Q, FhP,: P,) über. in eine Form. 
welche abgesehen von den Anfangselementen O0, Fh einer normalen Ent- 
wickelung der Form &#, mit dieser dieselbe Fortentwickelung, also auch 
dieselbe Periode hat. 

Da nun aber nach 5. 9, durch die den Elementen #. ... 4%... 
Anis —hry ©, Ayy ea. A, entsprechenden d (und Öd,,) in g, und die anderen 
Formen der Periode x übergeht, so müsste auch (P,; Q,FhP,; P,) dureh 


hir onc Ani (und A,„=0,) auf g, und 7 führen und behielte diese Periode 
71, wenn nach 4. die Elemente 4,, ... 4, durch die regelmässigen ersetzi 
würden. <& hat aber dieselbe Periode wie (P,: Q,FhP,: Pi). müsste also 
ebenfalls in die Periode z führen, was gegen die Voraussetzung wäre, 
Daher kann es keine Aequivalentsubstitution und somit auch keine 


darstellenden Zahlen der Gleichung 





a,c + b,.2xy - a,y — P 


seben, die zu dem in &, befindlichen Q, gehörten. 


II 
IV 


Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 2. 








170 Hermes, Aequivalentsubstitutionen binärer quadratischer Formen. 


Das Vorstehende muss auch für Formen mit neg. Det. gelten, wenn 
nur das Analogon der Periode daselbst mit Berücksichtigung der Spaltung 
‘vgl. Dirichlet: Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind $ 62) bei Formen 
v. d. Det. —1l und —3 richtig interpretirt wird. 


Die Elemente z erhält man durch den Algorithmus der quadratischen 
Kettendivision mit dem geringsten Aufwande von Rechnung. 
Königsberg i. Pr., November 1882. 
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Eigenschaften irreductibler Functionen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Wien.) 


Die Einführung des Begriffes der Irreduetibilität algebraischer Fune- 
tionen ermöglicht eilen eindeutig zu definiren, insofern eine algebraische 
Funetion, welche die Lösung einer irreduetibeln Gleichung m'" Grades ist. 
nicht die Lösung einer gleichartigen irreductibeln Gleichung höheren Grades 
sein kann, weil sie die Lösung einer Gleichung mten Grades ist, und ebens: 
auch nicht einer gleiehartigen Gleichung niederen Grades genügen kann. 
weil jene Gleichung mt Grades irreduetibel sein sollte; eine irreduetible 
algebraische Gleichung definirt also eine jede ihrer Lösungen in völlig ein- 
deutiger Weise, indem keine derselben einer anderen gleichartigen irreductibeln 
Gleichung angehören kann. 

Ganz ähnlich verhält es sich für beliebige algebraische Ditferential- 
sleichungen. Sei y, irgend ein partieuläres Integral der irreductibeln Diffe- 
ee m'e" Ordnung 


dy u AV ia ( dy dr" —1uN\ 
r, . ws E ] . Pe 2. 2; S ALLT - } ), 
\ 2) +h6 Y» dx a /\ de” / E 9: d.r dz”-13 
ın welcher fi, fa, ... f, rationale Functionen bedeuten, und welche somit der 
' 0 RE A 
von mir gegebenen Definition gemäss*) eine in , ” algebraisch irreduetible 
/ de" o 


Gleichung z'en Grades ist und kein Integral mit einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung als der mt gemein hat, so ist einerseits unmittelbar zu 
sehen, dass das particuläre Integral y, nicht einer gleiehartigen irreduetibel 
(rleiehung höherer Ordnung genügen kann, weil es (1.) befriedigt. und 
ebensowenig einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung, da 
‚l.) irreduetibel sein sollte; andererseits folgt aber auch, dass y, nicht etwa 
das Fatal einer gleichartigen irreduetibeln Ditferentialgleichung mt Ord- 


s) s. „Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleiehungen*“. 
Teubner, 1882, 


99% 
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nung, aber von höherem oder niedrigerem Grade als vom z!e sein kann. 
weil a. a. O. bewiesen worden, dass eine im angegebenen Sinne irredue- 
tible Differentialgleiehung mit keiner anderen gleichartigen Differential- 
sleiehung derselben Ordnung, welehe in Bezug auf den höchsten Differential- 
yuotienten von niederem Grade ist, ein Integral gemein haben kann: endlich 
würde die Annahme, dass y, zugleich noch einer anderen gleichartigen 
Differentialgleichung derselben Ordnung und desselben Grades genügt, durch 
Klimination von ©: 1 entweder zu einer Differentialgleichung m!® Ordnung 
und (z—1)!en Grades führen oder eine Gleichheit der Coeffieienten beider 
Differentialgleichungen, welche rationale Differentialausdrücke (m—1)er Ord- 
nung sind, für y=y, nach sich ziehen, was in beiden Fällen der Annahme 
der Irreduetibilität widerspricht. Wir erhalten somit den folgenden, dem oben 
bewiesenen analogen Satz: 

Eine irreductible Differentialgleichung definirt ein jedes ihrer particulären 
Integrale völlig eindeutig, insofern keines derselben einer anderen gleichartigen 
irreductibeln Differentialgleichung angehören kann. 

Ich habe schon in der oben angeführten Arbeit hervorgehoben, dass 
der Eigenschaft irreduetibler algebraischer Gleichungen, mit einer Gleichung 
höheren Grades alle Lösungen gemein zu haben, wenn eine der Lösungen den 
beiden Gleichungen gemeinschaftlich ist, die analoge Eigenschaft für beliebige 
irreduetible Ditferentialgleichungen entspricht, dass, wenn eine solche mit eineı 
gleichartigen Differentialgleichung ein particuläres Integral gemein hat, alle ihr 
Integrale jener Differentialgleichung genügen müssen, dass aber die Eigenschaf: 
algebraischer Gleichungen, dass, wenn eine ihrer Lösungen einer gleichartigen 
(sleichung niederen Grades angehört, jede ihrer Wurzeln die Lösung eineı 
gleichartigen Gleichung niederen Grades sein muss, kein Analogon bei Difte- 
ventialgleichungen findet, die in ihren Integralen algebraische Funetionen und 
Transcendenten aller Ordnungen enthalten können. Doch mag in Rück- 
sicht auf den letzteren Umstand noch ausdrücklich hervorgehoben werden, 
dass sowohl für algebraische Functionen als auch für Differentialgleiehungen 
ein wesentlicher Satz gemeinsam bleibt, welcher die Beziehungen zu den 
Lösungen anderer Gleichungen feststellt, indem für algebraische Gleichungen 
der oben ausgesprochene Satz in die Form gebracht werden kann, dass, 
wenn eine algebraische Gleichung m’ Grades mit einer anderen höheren Grades 


eine Lösung gemein hat, die nicht schon einer gleichartigen Gleichung von 
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niedrigerem Grade als dem m’ Genüge leistet, die erste alle Lösungen mit 
ler zweiten gemeinsam haben muss, während für Differentialgleichungen (s. S. 5 
meiner „Untersuchungen ete.“) der Satz gilt, dass, wenn eine Differential- 
jleichung m’ Ordnung, welche in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 
im algebraischen Sinne irreductibel ist, mit einer Differentialgleichung höherer 
Ordnung ein Integral gemein hat, welches keiner Differentialgleichung von 
niederer Ordnung als der m‘ genügt, sämmtliche Integrale der ersten Diffe- 
rentialgleichung auch die zweite befriedigen müssen”). 

Wir sehen also, dass, während der eben ausgesprochene Satz für alge- 
hraische Gleichungen noch mit der Eigenschaft der Irreduetibilität fest ver- 
knüpft ist, wir für Differentialgleichungen. ohne die allgemeine Gültigkeit 
les Satzes zu ändern, schon von der Irreduetibilitätseigenschaft abstrahiren 
lürfen, wenn wir nur das gemeinsame Integral der Bedingung unterwerten. 
nicht eine 'Transcendente noch niederer Ordnung zu sein. Es ist aber 
weiter leicht zu erkennen, dass für algebraische Gleichungen dieser Satz 
von der ohne kest ausführbaren Division zweier Polynome in einander sich 
in einfachster Form folgendermassen aussprechen lässt: Wenn eine algebraische 
Gleichung mit einer anderen eine Lösung gemein hat, und es gelingt mit Hülfe 
von rationalen Transformationen der ersten Gleichung, welche für alle Lösungen 
derselben gültig sind, die zweite Gleichung derartig umzuformen, dass aus irgend 
welchen Gründen für die transformirte zweite Gleichung geschlossen werden 
kann, dass dieselbe identisch verschwindet, so werden alle Lösungen der ersten 
Gleichung auch die zweite befriedigen. Denn da für jede andere Lösung 
ler ersten Gleichung dieselben Transformationen ausführbar sind, also das 


Polynom der zweiten Gleichung genau in das frühere transformirte Polynom 


Ich will hinzufügen, dass auch, wenn eine Differentialgleichung m’ Ordnung 
und z"” Grades in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten, hinsichtlich dessen si 
ın algebraischem Sinne irreductibel ist, mit einer Differentialgleichung derselben Ordnung 
aber höheren oder desselben Grades in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten ein 
Integral gemein hat, welches nicht schon einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
oder derselben Ordnung m und niedrigeren Grades als # Genüge leistet, nothwendig alle 
Integrale der ersteren Differentialgleichung die zweite befriedigen müssen; denn verfährt 
d”y 
da” 
der Methode des grössten gemeinschaftlichen Theilers, so bleibt als soleher entweder 
ein Differentialausdruck (m—1)! Ordnung oder einer m‘ Ördnung und niedrigeren 
(srades als x, und da der Annahme gemäss das gemeinsame Integral diesen Rest 
nicht zu Null machen darf, so folgt, dass das eine Polynom ohne Rest in dem anderen 
enthalten sein muss, 


man mit den beiden Differentialgleichungen, als Polynome in aufgefasst, nach 
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übergeht, dieses aber der Annahme gemäss identisch verschwindet, so wiri 
offenbar auch jede andere Lösung der ersten Gleichung dieses letztere 
Polynom zu Null machen; so haben z. B. die beiden Gleichungen 


x —-2’-2=-0 und vd-r-eH+r-20+2=0 


lie Lösung 2 =12 gemein, ferner liefern aber die für jede Lösung der 
ersteren Gleichung gültigen Ausdrücke 

X =-r—2 und "=r—2r 
in das Polynom der zweiten Gleichung eingesetzt den für jedes © identisch 
verschwindenden Ausdruck 

eo —- + —-r°+2r+0—-2—2r7+2, 
es werden somit alle Lösungen der ersten Gleichung auch der zweiten Ge- 
nüge leisten, wiewohl die erste Gleichung mit Adjunetion rationaler Zahlen 
nicht irreduetibel ist. Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass 
auch ein analoger Satz für algebraische Differentialgleichungen besteht. 
nämlich, wenn zwei Differentialgleichungen ein gemeinsames particuläres Inte- 
gral besitzen, und es gelingt mit Hülfe von Differentiationen und rationalen 
Transformationen der ersten Gleichung, welche für alle Integrale derselben 
gültig sind, die zweite Differentialgleichung derart umzuformen, dass aus irgend 
welchen Gründen für die transformirte zweite Gleichung geschlossen werden 
kann, dass dieselbe identisch verschwindet, so werden alle Integrale der ersten 
Differentialgleichung auch die zweite befriedigen. 

In dieser Form sind die Sätze auch auf transcendente Gleichungen 
ausdehnbar, und die Bedingungen dafür analytisch leicht aufzustellen. Sei 
z.B. f(x) ein ganzes Polynom von z, und (x) eine nach positiven ganzen 
Potenzen von x fortschreitende unendliche Reihe, so wird, wenn 


f2) = © +a2" "+92" + +a,_10H+0, 
vesetzt wird, 
x" = fl) -aEN—- a2" —a,_,0—4,, 
grHi — q f(z)- a,f(z)—b,x" 1b," ——b,, 


ce" = efa)-arfe)—b,fle) cr" —c,, 


sein, und somit, wenn diese für alle z identischen Gleichungen zur Trans- 
formation der unendlichen Reihe Y(xz) benutzt werden, dieselbe in 


ya) = Ay+ Ar + Ar+ + A, 2" "+f(e)[Bi+B,c+ B,e°+---] 


ver 
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übergehen. Haben nun f(x) und (x) eine im Convergenzbereiche liegende 
vemeinsame Lösung, so wird offenbar für eben dieselbe auch 


v(E) = A,+A,c+ Ah 82°+: + Adııap 


verschwinden müssen, und wenn umgekehrt f(x) und w(x) für ein gemein- 
sames & Null werden, so wird ebendasselbe auch p (x) verschwinden lassen. 
Soll nun f(x) alle seine Lösungen, die im Convergenzbereiche der Reihe 
liegen müssen, mit p(x) gemein haben, so wird das Polynom w(z), da es 
vom (a—1)ten Grade ist, identisch verschwinden müssen, und daher werden 


Av 2 0, A, - 0, . . . we a () 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sein; da aber wegen 


4 (x) . An 10" 71 An_22"" ++ +-A 0+/ 
f(«) x" -Fa 2"! +4,10 +4, 


I +B,+B,r + B,r-+---. 


wie unmittelbar zu sehen, das Verschwinden der Grössen A,_,. A,.. ».. A 
als nothwendig und hinreichend in bekannten Bezeichnungen die Bedin- 
sungen nach sich zieht *) 


(A.) [3] .=0, [77 m 2 Fe] Be \ 
f(x) Jx f(x) 42 f(z) -: 
so werden diese letzteren nothwendig und hinreichend dafür sein, dass beide 
Gleichungen alle Lösungen der einen gemeinsam haben. Ist g(x) selbst 
ein ganzes Polynom, und die Gleichung f(x) = 0 ist eine irreduetible, dann 
sind die Coefficienten des Polynoms w(z) gleichartig mit denen von f(x) 
und (x), und es werden daher die Bedingungen (A.) von selbst erfüllt 
sein müssen; im Allgemeinen sind die Grössen A,_ı. Ay, ».. Au. also 


auch die linken Seiten der Bedingungen (A.) unendliche Reihen, deren 
Glieder rationale Verbindungen der Coeffieienten von f(x) und g(z) sind, 
und wenn man aus irgend welchen Gründen auf das Verschwinden der- 


selben schliessen kann **), so wird die algebraische Gleichung f(x) alle 


J “ 


Vergl. Weierstrass, Theorie der Abelschen Functionen, d. Journal Bd. 52, 
S. 295 und 296. 

*#) Ist z. B. die algebraische Gleichung f(x) = 0 mit rationalen Coeffieienten irre- 
duetibel, und kann man beweisen, dass die in Form von unendlichen Zahlenreihen 
auftretenden Grössen (A.) rationale Zahlen sind, so werden, weil dann die Grössen 
A, A, ... An-ı ebenfalls rationale Zahlen sein müssen, diese wegen der Annahme 
der Irreduetibilität der Gleichung f(x) = 0, welehe mit der Gleiehung g(z) =0 eine 
Lösung gemein haben sollte, sämmtlich verschwinden müssen, und daher alle Wurzeln 
von f(x)=0 auch (x) zu Null machen. Zur Herstellung der Bedingungsgleiehungen (A.) 
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ihre Lösungen mit denen der unendlichen Reihe % (x) gemein haben. Die 





Di 
Ausdehnung dieser Betrachtungen auf die entsprechenden, aus Funetionen Di 
und deren Ditferentialquotienten gebildeten Ausdrücke ist unmittelbar er- le 
sichtlich. wi 
Nachdem die Frage erörtert worden, unter welchen Bedingungen mt 
eine algebraische Gleichung oder eine Differentialgleichung mit einem gleich- tb 
artigen Grössenausdrucke alle Lösungen gemein hat, wenn eine solehe ihnen ka 
vemeinsam ist, wird es sich darum handeln, aus einem solehen Gebilde ers 
alle diejenigen Lösungen heraus zu schaffen, welche dasselbe mit einen mit 
sleiehartigen niederer Art gemein hat, und es ist die Frage nur für Difte- | nie 
ventialgleicehungen zu behandeln, da für algebraische Gleichungen die Di- ler 
vision der einen Gleichung dureh die andere das Verlangte leistet. Habe die Ou 
us u e 
irreduetible Differentialgleichung | güi 
(Rys®t_ 4 dy he AU 5 ae | (ale 
nu 2. 8 Bea = r**- 
l der ) f\ Y Ar ar I\ dan 7 7 Dit 
\ dı dr—1; | 1. 
| ””" il, 
nit einer Ditferentialgleichung derselben Ordnung, aber höheren oder des 
N a u. - 
selben Grades in bezug auf 2 alle Integrale gemein, so braucht man 
nur mit der ersten in die zweite zu dividiren, es wird dann im Allgemeinen en 
Er. de 
ein Rest bleiben, der in Bezug auf r ’ nur vom (z—I)tn Grade ist; da 1. 
U 
nun aber jedes gemeinsame Integral des Divisors und des Dividendus auch 
ein Integral des Restes sein muss. so würde ein Integral der irreduetibelh 
Difterentialgleichung einer gleiehartigen Differentialgleichung derselben Ord- 
nung und niedrigeren Grades in Bezug auf den höchsten Differentialquotien- 
ten genügen, was nicht angeht; also muss die linke Seite der irreduetibeln 
maz noch bemerkt werden, dass 
1 x” 
a" a, x" l 4 ra A-1744, b I+-a e!-+a,x "ten +4,12") + ae" 
— Ge" +24 0,2 
ist, worin 
, (HA, + +4)! 2 
He EC) ui, mac _ ahalı...af" (+ 2A 4 3A + Hd, 
en, W'2,!...A,' 2 
und dass somit jene Entwickelungscoefficienten (A.) in leicht übersichtlicher Form Wi 
dargestellt werden können; ieh unterlasse es, hier auf specielle Anwendungen dieser M 
jetrachtungen einzugehen. - 
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Differentialgleichung als Polynom zten Grades Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten aufgefasst in der linken Seite der Differentialgleichung 
lerselben Ordnung, aber höheren oder desselben Grades enthalten sein. und 
wird somit der Quotient, welcher selbst wieder eine Differentialgleichung 
„'" Ordnung definirt, im Allgemeinen die von den Integralen der irreduc- 
tibeln Differentialgleichung befreite Differentialgleichung liefern. Es braucht 
kaum hervorgehoben zu werden, dass die erstere Differentialgleiehung nicht 
»rade irreduetibel zu sein braucht, sondern dass es genügt, wenn dieselbe 
mit der zweiten Differentialgleichung ein Integral gemein hat, welches 
nieht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung odeı 
derselben Ordnung aber niedrigeren als des zten Grades genügt. Sollte 
Quotient noch Integrale mit der irreduetibeln Gleichung gemein haben, 
würde dieselbe Operation nochmals zu vollziehen sein. 


der 
=) 


bis man zu eineı 
Gleichung mt Ordnung gelangt, die kein Interral mehr mit der irreduetibeln 


eg gemeinsam hat. Ist die zweite Differentialgleichung 


lagegen von einer höheren Ordnung u 
uy ( dy E Iy\y day 
ü- dx“ +9 T, 9, dr "7 zum \ dr“ ) 


.) 
(2.) ar "u 


) 


.+Qp(z, Y: dx ' dz+! / 


—(. 





so leite man durch Differentiation aus der irreductibeln Differentialgleichung 
die Beziehungen her 











d"+ ( ( d -; ”y Y 2 
x +a-tT , 
3.) den + ee) fi\ \ ie f.-) 
( .) & ö nn dy d”y Ei. 
— y a U. - : ... 
\ J dr dr" - 
ger ev | z y 8? 
y -( Y\y no. z—1 f: J ) + fx Pr 
N der‘ da’ / x ’ 
(+) 
u | f . ' du d” y \ N 
a ze £ dx ' dar / 
d“y | ev. , ö dey \e2 | 
—— (#7 ——-) +(&—1 +++ f,_; 
EN dr“ \ de” R) ’ f\ a2” ) fe-ı) 
d.) 
( r dy re) 0 
+wir U. ——. _)-(, 
J dr d.c" 
worin w, %, ... & rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen 
ı y oo. 2% . ' .\ nA ‚ d“y . 
bedeuten, und dividire mit dem dureh (5.) definirten Werthe von m 
Izu 
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u 
die gegebene Differentialgleichung (2.), beide als Polynome von Tr auf- 


\ f s es i 
vefasst, man wird sodann einen Quotienten erhalten, der in Fer vom (A—1)ten 


(Grade ist, und einen Rest von der Ordnung «—1, der im Allgemeinen ebenfalls 
von dem den beiden Differentialgleichungen gemeinsamen Integrale befriedigt 
sein wird; dividirt man den Rest durch das dem Polynome (5.) vorhergehende 
Polynom («—1)!* Ordnung, so ist der Quotient dieser Division wieder ein Ditfe- 
entialausdruck («— 1) Ordnung und um eine Einheit niedrigeren Grades, 
während der Rest ein Polynom («—2)ter Ordnung ist, das wieder im Allge- 
meinen durch das gemeinsame Integral zu Null gemacht wird. Schliesst man 
so weiter, so kommt 'man endlich zu einem Restpolynom mter Ordnung, uni 
wenn man dies durch die linke Seite der Gleichung (1.) dividirt — es muss 


jedenfalls von gleichem oder höherem Grade als x sein —, so ergiebt sich 


als Quotient ein Differentialausdruck mt Ordnung, und der Rest muss, da 
er von dem gemeinsamen Integrale befriedigt wird, die Differentialgleichung 
1.) aber irreduetibel sein sollte — oder wenigstens mit (2.) ein Integral 
vemein haben sollte, welches nieht schon einer Differentialgleichung von 
niedrigerer Ordnung als der m'ter oder derselben Ordnung und niedrigeren 
Grades als des zen genügt — verschwinden; bezeichnet man also die linke 
Seite der Differentialgleichung (1.) mit D(, die linke Seite von (2.) mit DV, 
und allgemein rationale Differentialausdrücke der ot" Ordnung und des 
(srades in Bezug auf den gten Differentialquotienten durch 
ge 


Voraussetzungen die Darstellung 


so ergiebt sich nach der obigen Auseinandersetzung unter den gemachten 


n pn) -a-1748) ın(“) 
ß (/) u .— Mn m a (0) 5 4; m L an Sr (7) m a (v) (z). 
). D\ d, deu" j dr, dr“ m—1 r | de. , d. r d,,; D‘; ’ 


man sieht aus dieser Form unmittelbar, dass alle Integrale von D* = 
er Ditferentialgleiehung DV = 0 genügen, und dass somit im Allgemeinen 
alle Integrale der Differentialgleichung 

d“ m p*) 


dr“ u 


d“ m—ı 72%) 
deu -1 


dp” 


7) dan, ++ +PDR = 0, 
rk 


id 


+d9.. 


u—1 
welche nicht die zweiten Faectoren sämmtlicher Posten zu Null machen. 
diejenigen Integrale der Differentialgleichung (2.) liefern, welche dieselbe 
nicht mit (1.) gemeinsam hat. Sind die Gleichungen (1.) und (2.) lineare 





®: 
1 “ 


n 





re 


y 
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mit algebraischen Coefficienten, so sieht man sofort, dass die Grössen 


er A 9. 


aleebraische Funetionen von x sind, und dass die Formel (7.) die Darstel- 
ale i 
lung*) einer linearen Differentialgleichung, welche alle Integrale einer anderen 
linearen Differentialgleichung D,—= 0 enthält, in der Form liefert 
a D,. 7 \ d“ u | 
(8.) . -ı F 1 (x) m 


dr“ —ın 


Y \ ID, \ 2 
+-+F.__()+F_.(@)D, = 0, 


dgr—m-—1 dx BT 

so dass, D,„ als abhängige Variable betrachtet, die ursprüngliche Diffe- 
rentialgleichung «t“ Ordnung mit Hülfe der Differentialgleichung m’ Ord- 
nung in eine homogene lineare der («—m)ten Ordnung verwandelt ist; es 
hraueht kaum erwähnt zu werden, dass die Coeffieienten der linearen Diffe- 
rentialgleichung nicht algebraische Funetionen von x sein müssen, um 
eben diese Schlussfolgerungen zu gestatten. Gehen wir nun wieder zu 
dem allgemeinen Falle zurück, so kann die Gleiehung (7.) weiter trans- 
formirt werden, indem die Differentialausdrücke, welche die Coetfieienten 
von (7.) bilden, wieder vermöge der Gleichungen (3.), (4). ».. (d.) in ähn- 
licher Weise redueirt werden können, so dass 


[4 (x (x) 
a) FT a ET ee A. 
d‘; a Pie + e a 


er) (#7) ‚(# 
u—1 dr“ -"- 1 e> I m+-] dx ( D ( 


wird, worin e,” wieder ein Differentialausdruck p!® Ordnung und g'®® Grades 
in Bezug auf den pt Differentialquotienten ist, und z—1 auch Null. 
e”” ein Differentialausdruck (m— 1)!“ Ordnung sein kann. Denken wir 


also 
uns 
ebendiese Operation für alle successive entstehenden Differentialausdrücke 
durchgeführt, so erhalten wir 


(#) k u—m (x) O4 

9) DB= zZ EX N. (et, pi 

u u r PR. R m \ m )/ k dx z dx“ ... J 
worin sich die Summe auf die Grössen 0... 0. ... 0,_„ bezieht, EV), welches 
ein Differentialausdruck m! Ordnung und r!® Grades (—_z) in Bezug au! 
den höchsten Differentialquotienten ist, von eben diesen o-Grössen abhängt. 
und FA einen Differentialausdruck m!" Ordnung und (z— 1)!" Grades be- 

*) vgl. Frobenius, d. Journal Bd. 76; es ist aus der obigen Herleitung ersicht 





ich, dass wir zur Herstellung dieser Reduetion der linearen Ditferentialgleichungzen 
nicht ihre Irreduetibilität im allgemeinen Sinne vorauszusetzen brauchen, sondern nur 
lie Annahme, dass die lineare Differentialgleiehung das gemeinsame Integral nich: 


< 


noch mit einer linearen Differentialgleichung niederer Ordnung gemein haben darf. 


IR 
23 
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deutet. Da aber alle Integrale von D9=0 auch DU’=0 befriedigen 
sollen, ausserdem eines der gemeinsamen Integrale nicht einer gleichartigen 
Differentialgleiehung mt Ordnung und niedrigeren Grades als x, auch nicht 
einer von niedrigerer Ordnung als der mten genügen soll, so muss Fi 
identisch Null sein, und wir erhalten im Allgemeinen die gesuchte Transfor- 
mation der Differentialgleichung u” Ordnung in der Form 
(x) -mn“) - r 
(10) DB= 2 EPrDOe( ey. (I N 


\ m de#um 


OnP1r-Qu—m 
worin nicht alle o zugleich Null sein dürfen, wenn die Differentialgleichung 
D»—=0 mit der gleichartigen Differentialgleichung D/’=0 ein Integral ge- 
mein haben soll, welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung 
von niedrigerer Ordnung als der m‘ oder einer solchen m'” Ordnung und 
von niedrigerem Grade als dem z'* genügen soll. 

Nachdem oben für algebraische Gleichungen und Differentialgleichun- 
sen die Bedingungen und Eigenschaften für den Fall entwickelt worden, dass 
eine Lösung einer irreduetibeln Gleichung einer anderen Gleichung ange- 
hört, gehen wir nunmehr dazu über, die Form der algebraischen Beziehungen 
zwischen den Lösungen irreduetibler Gleichungen unter einander festzustellen. 
und wollen zuerst wieder zur Erläuterung des Folgenden einige Worte 
über irreduetible algebraische Gleichungen vorausschicken. 

Sei 

11) yrhdy" + tn @dy He) 
eine irreduetible algebraische Gleichung mit rationalen Coeffieienten, und 
eine andere eben solche irreduetible Gleichung 
(12) Y’+F(e)Y""+--+F,.(@)Y+F,(e) 

so ist es selbstverständlich, dass zwischen den Lösungen beider eine alge- 
braische Beziehung besteht; sei die zwischen den Lösungen y, und Y, be- 
stehende algebraische Beziehung, welche in Y, mit Adjunetion von = und 
y, als irreductibel vorausgesetzt wird, 


(13. Yı+gılz, Yı) Y: a 5 1(®, Yı) Y+9,@, Yı) 
so ist einerseits unmittelbar einzusehen, dass alle Lösungen der Gleichung 
o i o—1 N ö 
(14.) Y: +9 (2, Yı) Y: + te Yı) Y+9,(@, Yı) 


ebenfalls Wurzeln der Gleichung (12.) sein müssen, da, wenn man die Glei- 
chung (12.) in ihre mit Adjunetion von x und y, irreduetibeln Factoren zerlegt, 
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lerjenige Faetor, welcher die Lösung Y, hat, sich von (13.) nicht unter- 
scheiden kann, weil nach dem oben ausgesprochenen Satze eine algebraische 
Funetion stets nur einer irreduetibeln Gleichung angehört *), andererseits 


\ 
‚ 


wird aber auch, wenn in (14.) y, durch irgend eine andere Lösung y, der 
Gleichung (11.) ersetzt wird, die Gleichung 


(15.) Yr+gla, y)Yt"+-+9-1( y)Y+g.( ys) = 0 


immer wieder zu einer ihrer Lösungen, also auch, wie eben gezeigt worden, 
zu allen ihren Lösungen nur Wurzeln der Gleichung (12.) haben, weil eine 
algebraische Beziehung zwischen Lösungen zweier algebraischen Gleichun- 
gen, von denen mindestens eine irreduetibel ist, erhalten bleibt, wenn man 
statt der Lösung der irreduetibeln Gleichung eine willkürliche andere Lösung 
derselben und für die Lösung der zweiten Gleichung eine passende Lösung 
substituirt — wie man wieder leicht erkennt, wenn man x solche »e- 


schlossenen Umläufe machen lässt, dass y, in y; übergeht. Stellen wir nun 


die Gleiehung (11.) mit der Gleichung 


(16) Yergla, y)YT+- +92 »Y+g.(S Y () 


zusammen und eliminiren die Grösse y aus diesen beiden Gleichungen. so 
lautet das Eliminationsresultat 


M,(Y+g1(, yo) Y° "+ +9,(@, 99) 





(17.) 
| = rer @)re'4.. +6.) = 0, 
worin @, (@), ».. @,„ (x) rationale Functionen von z bedeuten, und, wie oben 
gezeigt worden, sämmtliche em Lösungen den Lösungen der Gleichung (12. 
angehören werden; da nun aber die Gleichung (12.) eine irreduetible war, 
so wird om — u sein müssen, und da sie ferner mit (17.) alle ihre Lösun- 
gen gemein hat, so wird der Quotient wieder ein Polynom mit rationalen 
Coetficienten sein, der wieder nur Lösungen der Gleichung (12.) zu Wurzeln 
haben darf, und es führt die Fortsetzung dieser Operation zu dem Schlusse., 
dass om ein ganzes Vielfaches von u, also 

(18.) om = tu 


 *) Man kann es auch daraus schliessen, dass die Lösungen von (14.) dureh die 
Umläufe von x erhalten werden, welche y, in den ursprünglichen Wertli zurückführen, 
während die Lösungen von (12.) allen geschlossenen Umläufen des & entsprechen, oder 
auch daraus, dass, wenn eine irreduetible Gleichung eine Lösung mit einer anderen 
gleichartigen gemein hat, sie alle ihre Lösungen mit jener gemeinsam haben muss. 
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sein muss, worin £ eine ganze Zahl bedeutet, und das Polynom (17.) die 
t‘° Potenz des Polynomes (12.) darstellt. 

Werde nun jetzt die Beziehung 

1) Ya WIYT+ ta Wr, y) = 0 
nach Potenzen von y geordnet, und der mit Adjunetion von z und Y, ire- 
duetible Factor, welcher y, zur Lösung hat, als Gleichung in der Form ab. 
vesondert 

20.) y’+hla, Yıyı+-+h,_la, Yıyth,(a, Y) =, 
so wird genau wie oben durch Zusammenstellung der Gleichungen (12. 
und (20.) sich die Beziehung ergeben 

(21) ou = mm, 

worin 7 wiederum eine ganze Zahl ist. 

Soll nun die Elimination von y zwischen den Gleichungen (11.) un 
16.) wieder eine Gleichung m'® Grades in Y liefern, so muss om = m, alsı 
o= 1] sein, d.h. Y sich rational durch y ausdrücken lassen, und soll dies: 
Gleichung ferner eine irreduetible, also m = u sein, so muss offenbar auecl 
y rational durch Y ausgedrückt werden können; denn wäre 0 >1, s 
wiirden einem Y mehrere verschiedene y entsprechen, oder verschiedenen 
y gleiche Y zugehören, d. h. es würde die Gleichung (17.) — für o =] 
oleiche Lösungen enthalten, also nicht, wie verlangt worden, irreduetibe 
sein; damit also die durch Einführung einer neuen Variabeln Y vermög: 
der Gleiehung (16.) transformirte Gleichung in Y eine irreductible Gleichung 
vom Grade m ist, müssen die Variabeln der beiden Gleichungen sich gegen- 
seitig rational durch einander ausdrücken lassen — aber auch umgekehr 
wenn sie sich gegenseitig rational durch einander ausdrücken lassen, als: 
o=o=] ist, wird nach (18.) und 21.) m=tu und u=rm, d.h. u=n 
sein, d. h. die beiden die Grössen y und Y definirenden irreduetibeln Glei- 
chungen sind von demselben Grade, und wir erhalten somit den Satz, dass 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die durch Einführun: 
einer neuen Variabeln durch algebraische Verbindung mit der früheren Variabeln 
aus einer irreductibeln algebraischen Gleichung hergeleitete Transformations- 
gleichung wiederum eine irreductible Gleichung desselben Grades sei, die ist. 
dass die Variabeln sich gegenseitig durch einander rational ausdrücken lasseı 

Bekanntlich beruht auf diesem Satze die Eintheilung der algebraische 
Funetionen in Klassen nach ihrem Geschlechte, indem alle diese algebraische' 
K“unetionen dasselbe Geschlecht besitzen. 





(11 





ul 
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Seien nun zwei irreductible algebraische Differentialgleichungen 


Pa _ l Am—lay N Ir \® 
ren ae 





39 da dx da” 
FAT dy d" Iy \ 
"U L, - - “ > 28 - ) - () 
Hinz, y, 2 ey) 
und 
/ d“ Y ) = ” AY du“ -ıYy d“ Y 4-1 
| WE A )( Er: 
923, \ de“ BEE ( n dx dr«-ı /\N de“ / 
a0.) | | 
2 E 1} d“ ) 
Pe ü y (} 
.( z ’ de’ "7 dan! 





veeeben, und bestehe zwischen zwei partieulären Integralen derselben 
und Y, eine algebraische Ditferentialrelation: 


24.) b(z, Yyı; dy, d’y,  (e d Yy, y dY, deY \ 0, 


dz ' da dar’ 7 da’ '"" da 
von der wir gleich voraussetzen wollen, dass sie mit Adjunetion von x, des 
Integrales y, und von dessen Ableitungen bis zu der mt Ordnung und höch- 
stens dem (2 —1)!en Grade — die Ableitungen höherer Ordnung und höheren 
Grades sind an sich vermöge der Differentialgleichung (22.) dureh die nie- 
drigerer Ordnung und niedrigeren Grades rational ausdrückbaı eine 
irreduetible Difterentialgleichung für das Integral Y, der Gleichung (23.) sei. 
Dann ist unmittelbar einzusehen, dass alle Integrale der Difterentialeleichung 


-_ N Iy d”"y ’ d) d:} 
22. (x . I 
| u Yır ap re- a 4 2 


inter den Integralen der Gleichung (23.) enthalten sein werden *), weil. 


wie oben gezeigt worden, wenn eine irreduetible Differentialgleichung mit 
einer anderen gleichartigen ein Integral gemein hat, alle ihre Integrale 


jener Differentialgleichung venügen müssen und um dies zu schliessen. 





ist nieht einmal nothwendig, die Irreduetibilität der Differentialgleichung 
24.) mit Adjunetion von y, und dessen Ableitungen vorauszusetzen, sondern 
hur anzunehmen, dass Y, nicht das Integral einer gleichartigen Difterential- 
gleichung von niederer Ordnung oder von derselben Ordnung und niederem 
Grade sei. Ferner wird aber auch, wenn in (25.) y, durch irgend ein 


Br en . . 2% . .. np 
inderes Integral y, der Differentialgleichung (22.) ersetzt wird, die Ditte- 


*) Da die Differentialgleiehung (24.) mit Adjunetion von z, y und dessen Ableı 
tungen irreduetibel sein sollte, so ist klar, dass entweder, wenn oe = u ist, die höchste 


Kotenz des ut" Differentialquotienten in der Gleiehung (24.) = 2, oder dass o < u 


sein muss, da (23.) selbst schon ohne Adjunction jener Grössen irreduetibel sein sollte. 
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ventialgleichung 





; (4 
dys d"ys dY deY i 
(26.) b(x ? — 0.0. —. r u ) = 0 
) 9 Y5> dx ) de” I 2 dx dx? \ 
immer wieder zu einem ihrer Integrale, also auch, wie eben gezeigt wurde. h .- 
zu allen ihren Integralen nur Lösungen der Differentialgleichung (23.) haben. j ” 
weil nach dem Satze “) von der Erhaltung der algebraischen Beziehung | 
die Gleichung (24.) bestehen bleibt, wenn man für die Lösung y, der irre- h 
: „ 
duetibeln Differentialgleichung (22.) eine willkürliche andere setzt, voraus- 1 
sesetzt, dass für das Integral Y, der Differentialgleichung (23.) ein passen- Zu 
(les anderes Integral substituirt wird*®). | 
Stellen wir nun die Differentialgleichung (22.) mit der Gleichung : 
ae dy d”y dY dvY 1 
/*) a’ . ’ . I BER Bi um 
(21.) b(z. y. —— 68 S A ar — () | 
BE Y> de da!’ 7 de dx! h 
zusammen, und eliminiren die Grösse y zwischen diesen beiden Differential 
rleichungen, so können wir uns aus der Gleichung (22.) die Werthe von ‚ 
u , i 
-— in der Form dargestellt denken 
IT ui 
d” y / N d’” y dry 
IS, n — - ME Me nn . . A NE BENEIER. — ( (x / Fr — )° 
de" Fı\ Y: da" —] J d.r" [x T, Y; de" | / 
setzt man diese Werthe in (27.) ein und bildet das Produet der so ent- 
stehenden Ausdrücke, so erhält man 
AA x dı d" 1; | ; deY 
29) M.2le, y, I, --- Yo b I I) = 0, 
2 ke dx dx" ’ dx d.r? 
(der mit Hülte der Gleichung (22.) 
ER TR: u dı dr; Ei dY RL 
0) Fu, I, a N Io I) = 0, 
"er da” d.x da? 
worin 7 eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet. ; y 
und wofür aus der Produetform (29.) und dem oben bewiesenen Satze folgt. 
dass, wenn y irgend eine Lösung der Differentialgleichung (22.) bedeutet. 
sämmtliehe Y, welche der Gleichung (30.) genügen, den Integralen deı 
Differentialgleichung (23.) angehören müssen ***), Differentiirt man die st: 
In 
*) s. 5. 40 meiner „Allg. Untersuchungen aus der Theorie der Differentialglei- re 
ehungen“. 51 
=*) Es mag auch hier bemerkt werden, dass zur Gültigkeit dieses Satzes nich! Ä 
die Irreduetibilität von (22.) vorausgesetzt zu werden braucht, sondern nur angenomme: | 
werden muss, dass y, nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung von niedrigere‘ im 
Ordnung als der m‘ oder der m" Ordnung und niedrigerem Grade als dem xt" genügt. er 


###) Jch möchte an dieser Stelle darauf aufmerksam machen, dass der von mi) d 
aufgestellte Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen Integralen 


n 
[7 
% 





LES». usa 


ae nee 
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’ a) . Em I 1 - °) { 
(+leiehung OU.) Setzt wiederum die (nreh « (leichnneen 'S.) dennirten 


\Werthe der mi 


multiplieiri die sich SO er ‚ebenden Ausdrücke. 


< 


VO der orm 


In d 7 
\ i J dx da 


Ableitung In das kesult: der 


Differentlation ein um 


ne +1, i I - . 
erhäli 1mall eine (sleıiel ABIE 


IA «da 
in der 7, wiederum eine rationale Funetion bedeutet. und weleh 
y der Gleichung (22.), wie die Gleiehune a 1 | 
23.) befriedigt wird; differentiirt man noch einmal nach x, so ergiebt sieh 
32. vn, 9, a any Y. a dei?) | 


dx ' a d.r 


1 tr7T “7 ıNn Horn antın a3 
und setzt man die lifferentiation m-mal ı 


Nach elnande) 


/ j J 
“y%7 U (it ({ / } / 
ID. FAR en ra Y. ' | 
’ dr (ti J { 
Differentialeleiehungen und deren Differ: lauotie n fü n ] 
duetibler Differentialeleiehuneen. wie aus dı sen Deduetion 
wesentlichen Zusatz zestattet, in der Art. d wenn Zzwis 


und Y, zweier Differentialgleichungen 


FEB; 4 dy 
| T, y 


Zum) rI,\ Y 


\ 


entweder als irreduetibel vorausgesetzt wer: 
angenommen wird, dass sie nieht sehon Dit 
(der von derselben Ordnung und niederem Grade 
on der Form 


f dy d’y 
ar, \ «D [ x, y en rs 
7 >, de d.r 
stattiindet, diese nieht nur erhalten bleibt, w- 
integral der Differentialgleichung («.) und für 
'entialgleichung (2.) substituirt, sondern dass au 


ral ys der Gleichung («.) die Differentialgleich 


dys dl’ TR 
(Ö,) «D\ =. ua - ee - 
Ye.) k Y Ro: ri 


1} 
‚ii 


vorausgesetzt wird. dass die Beziehun:e 


/ 
a 
Fü 
(E} 


] 
(Ltr 
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' nur Integrale besitzt, welche der Differentialgleiehung (2 


(Lid dr 
dı dd ! 
{ 
la da 


d } f d“) 
Ad! dx 
A) de-') 
de GM d.r‘ 
len. VUerT VON deren Int eralen ı 
ferentialgleiehungen niederer Oı 


1 1 \ 
ecnüulen, EINE AlgecDralscie Dezie 


nn man statt u 


ITLend C1ll ANMUCeTEes 


Y en passendes Interral dı r Ditl 
ich für ein willkürlieh zewähltes Inte 


ung 
d) d:)} 
dr ’ d.r: 


j) AanNFZcilorecl., 


eine init Adjunetion der Grössen ı 


‚+... Irreduetible Differentialgleiehune darstellt. 
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erhält, so werden für jedes y, welches ein Integral der Differentialgleichuns 
22.) ist, alle Gleichungen (30), B1.), ... (33.) nur für solche gemeinsamen 
Y bestehen können, welche Lösungen der Differentialgleichung (23.) sin. 
da nur (30.) für solche besteht und die folgenden Gleichungen aus (30. 
durch Differentiation abgeleitet sind. Eliminirt man aus diesen m+1 Glei. 
ehungen die Grössen 
dy d’y dry 

Ya at 
so erhält man als Eliminationsresultat eine Differentialgleichung (m-+0o) 
Ordnung 


IY aa | 

u ey » 
34. ) _——_ A r ) 4 En ), 
f de daetm / 


als nothwendige und hinreichende Bedingung für das Zusammenbestehen 
dieser Diftferentialgleichungen; es ist nun einerseits aus dem Früheren zu 
ersehen, dass sämmtliche Lösungen der Gleichungen (23.) auch Integrale 
der Gleichuı ‚, sein werden; andererseits folgt aber, dass die Werthe 


’ dı al . . 2. 
der Unbekannten y, n, A ”, wenn sie sich überhaupt als alge- 
UJ- d.: ’ ee I 


o (34.\ 
18 IE, 


braisch bestimmte Werthe ergeben, in der Form darstellen 


Bu oe, Y, Ay er de+tmYy ), 


| 


dx ' daet" 
dy ( Y d y de + m y \ 
« — 1 Tr . .oe.o. - la 
dx ’ de dae tm / 
u 


worin ©, @, ... algebraische Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen 
bezeichnen, und dass, weil für y=y, 


/ - IY, lo rm y l l y l: + m Y 
oe, Y,. Tr rn = oe, Y.. Lee. - _) 


daet" dx dx dartm 


ist, (diese Ditferentialgleichung aber mit der irreductibeln Differentialgleichung 

25.) alle Integrale dieser gemein haben muss, die auf algebraischem Weg: 

berechneten Unbekannten, wenigstens für alle Y, welche der Differential- 
N 


xleichung (23.) genügen, auch in der entsprechenden Differentialrelation 
stehen werden, vorausgesetzt, dass die Differentialgleiehungen (30.), ... (85. 


N 


iiberhaupt von einander unabhängig waren, und sieh nieht bloss eine alge- 


D - * dı u .. » 3 .. 
braische Beziehung zwischen y, nn ‚+... mit Hülfe der bekannten Grössen 
d) D) » . . / f . . . .n 
Yo, ergiebt. Jedenfalls wird, weil (23.) eine irreduetible Ditie- 
dx x 





rt 


W 





= 
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rentialgleicehung war, die Ordnung o-+m der Ditferentialgleichung (34.) de: 


sJıı\ I 


Zahl u gleich sein oder sie überschreiten müssen, und wir erhalten dah: 
(39, o+m = u-+l 
worin # V ıst. 
Fasst man die Gleichung (27.) 
f dı dr . MB, d’) 
P\e, y, J 3 


de ’ """ der’ ı da’ """ da 


(36.) 


0) 


als eine Differentiaigleichung in y auf, und sei die mit Adjunetion von .r, } 
und deren Differentialquotienten bis zur at“ Ordnung hin irreduetible Ditte 
rentialgleichung, welche das Integral y, besitzt. 

Bull: er i d)y, deY dı de 

(34.) 3(e, E. or 4 eu, ne, ...7 
so folgert man genau wie oben 

(38.) ou = m-T. 

worin auch " —O ist. 

Soll nun die Elimination von y zwischen (22.) und (27.) im Allge 
meinen wieder eine Differentialgleichung mt Ordnung liefern, so muss 
o+m= m oder o=0 sein, d.h. Y sich algebraisch dureh y und dessen Difte 
rentialquotienten ausdrücken lassen, und soll diese Ditferentialgleichung 
zugleich die Ordnung jener irreduetibeln haben, d.h. m = u sein, so muss. 
wie jetzt gezeigt werden soll, auch o=0, d.h. auch y algebraisch durch } 
und dessen Ableitungen ausdrückbar sein: denn angenommen in der Diff 
rentialgleichung (37.) wäre 0 >60, so würden den Y, welche Integrale des 
Kliminationsresultates (34.) von der m!" Ordnung sind und somit, da dies 


zugleich die Ordnung der irreduetibeln Y-Gleichung (23.) sein sollte, m 


—_ 





willkürliche Constanten enthalten, y-Werthe entsprechen, welehe für jedes } 
durch eine Differentialgleichung (37.) in y definirt sind, oder es würd 

dureh willkürliche Constanten verschiedenen y gleiche Y-Werthe zugehören: 
da aber Y wegen 0 =) bis auf alzebraische Vieldeutigkeiten durch y ua 
dessen Ableitungen bestimmt ist, y aber ebenso wie Y vermöge der sis 


letinirenden irreductibeln Differentialgleichungen » willkürliche Constanten 


in Wirklichkeit enthalten, so ist dies unmöglich, und so wird daher 7 = 0 
sein müssen. Umgekehrt folgt aber sofort aus den Gleiehunzen (35.) und 


>8.), dass, wenno=0 und o=0 ist, auch v = m sein muss, weil / un 


positive oder verschwindende Grössen sein mussten, und wir erhalten somit 


den Satz, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass di: 


.) 1 ww 
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durch Einführung einer neuen abhängigen Variabeln mit Hülfe algebraischer \er- 
bindungen dieser und deren Ableitungen mit der früheren abhängigen Variabeln 
und deren Differentialguotienten aus einer irreductibeln Differentialgleichung her- 
geleitete transformirte Differentialgleichung mit der ursprünglichen von gleicher 
Ordnung sei, und zwar die Ordnung derjenigen irreductibeln Differentialglei- 
chung besitze, welche die neue Variable eindeutig definirt, die ist, dass sich die 
abhängigen Variabeln gegenseitig durch die resp. andere und deren Ableitungen 
algebraisch ausdrücken lassen. 

Wir wollen nun aber die Bedingungen aufsuchen, unter denen das 
Kliminationsresultat nicht bloss der Ordnung nach mit der gegebenen Difte- 
rentialgleichung (22.) und zugleich mit der irreduetibeln Differentialgleichuns 
23.) übereinstimmt, sondern auch in dem Grade des höchsten Differentialquo- 
tienten mit der entspreehenden Grösse dieser beiden Difterentialgleichungen 
ibereinkommt, also selbst die irreduetible Gleichung vorstellt, welche Y deti- 
nirt; es ist somit nicht bloss «= m, sondern auch A=z vorauszusetzen. 
Stellen wir also mit der Gleichung (22.) die in Bezug auf Y irreductible 
Beziehung 

(39., D(r, y, y Er ey Y) ==: 0) 


da ’ de” a 


Es ist vielleicht nieht überflüssig, in Betreff einer algebraischen Beziehung 


zwischen zwei particulären Integralen y, und Y, der irreduetibeln Differentialglei- 


chungen (22.) und (23.) das Folgende zu bemerken. Sei diese Beziehung 
f 5 — EU — » E 
(e.) Fa,y, Y)=0 ode y =y(z, Y,), 
worin F eine rationale, g eine algebraische Function bedeutet, so mache man auf die 
Ditferentialgleichung (23.) für die abhängige Variable die Substitution 
(P.) ei = y(z, Y), 


leite aus dieser durch Differentiation «# Gleichungen in den « ersten Differential- 
quotienten von t und Y her und eliminire endlich die u-+-1 Grössen 


dY d“Y 


dx de“ 
aus den so entstehenden «—+1 Gleichungen und der Differentialgleiehung (23.); es 
giebt sich dann eine Papas; ron wu‘ Ordnung in £ von der Form 


d“t a aTE Ei ze 
(=) +®, (2 ! R - 2 ar en 


/ dt d“-11 . 
+ D, (2, j a ) — 0, E 


dx de“! 


Y, 





und es ist ersichtlich, dass, wenn 
ı = yo, Y,) 

sesetzt wird, vermöge («@.) und (2.) t = y, Sein wird, d.h. die Differentialgleichungen 

22.) und (y.) ein gemeinsames partieuli ires Integral besitzen werden. Da aber eine 

reifaiihie: Differentialgleichung (22.) mit einer gleichartigen Differentialgleichung nur 
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in 
bil 





Wo 


(sy 


oje 


v0] 


VO! 


täl 


eh 


a7 
0) 


al 











Königsberger, 


welehe in Y vom rten Grade sei, 


in die letztere Gleichung die dureh die Gleichungen (28. 
bilden endlich das Produet über die Indices der g-Funetionen 


von 1 bis #, so erhält man 


Eigenschaften irreductibler 


zusammen, 


Funclionen. 180 


de 


und setzen wieder für 


oerebenen Werthe, 


eenommen 


ei / Iy le 
b(a Be } 
\ I, \t J» de ’ damit? Fe: 
: \ | u Iy BF 
/ (), nun r“_|\ E (z “a R \ r#—| 
40.) Yrsl® y ei) | 
x; dy dar; 
ER 5,8, y, Y Y\ (). 


worin die Funetionen %. %:. 
(rössen zusammengesetzt sind; 


; dY 
ojebt sieh — 
d. 








differentiirt man die Gleichung (40.), 


als rationale Funetion 


dx! """ da" 


's,, rational aus den in ihnen enthaltenen 


SO EeTY- 
d u 


dy ad" 'y | 
de’ da" da" 


von x, 9, und 





u, dr . 12 u; = wu u 
Y, und eliminirt man ar mit Hülfe der Gleichungen (28.) und Y mit Ilülfe 
d.E ” ö 
aiN ; ' i | 
von (40.), so folgt, dass 7, einer algebraischen Funetion vom (rz Grade 
2 d.X . 
von der Form genügt 
& N" +30 (a u: Ne 2 
41.) da 1 (U Ye dz"-1/\ de: 
BR nl. dy da" y\ 
- 9, (4 > Y; u ‚m 1/ . V; 
dx da / 
fährt man fort zu differentiiren, kommt man schliesslich zu einer Glei- 
chung der Form 
( N Ri ur dy d—'y )( de yet rl-1 
- +, 9, en | 
42. dc" ro \ Y> ix 7 ae a2” / 
=“ m) dy d"'y\ 
..(e, r ae ie 
| dx dar! 
und es sind nun aus den Gleichungen (40. (42.) die Grössen y, 
dy u > ) . d” } 
oh rn zu eliminiren. Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn —, 
. dt 4 U ri 


dann ein es ‘al gemein haben kann, 
oder wenn von derselben Ordnung, 


toleenden, häufig anwendbaren Satz, 


wenn sie 
dann von niedrigerem Grade, 
der 
algebraische Beziehung («.) die Ableitungen von Y 


von niedrigerer Ordnung ist als diese, 
so erhalten wir den 
auch bleibt, wenn in die 


noeh bestehen 


eintreten: 


Das Integral einer irreductibeln Differentialgleichung kann nie mit dem Integral 


einer anderen gleichartigen Differentialgleichung von niederer Ordnung in alge hraischer 
beziehung stehen. 
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wie verlangt worden, höchstens zur z'®" Potenz vorkommen soll, 
gt! z2e z, d. h. ry" BE 4 
also r=1 und z=1 sein muss. Stellt man aber die nunmehr sich ergeben- 


den Gleichungen zusammen: 


Y= He, y, dy 14% oe, 


de ? da" -! 
| | le, y dy de Y) 
(43.) da ni ee 5 "uch die 
ii. i DR =(m—1) ( r y dy Er diy \ 
de"! 1 Js) de? der 17° 
d"Y in dy d"—!y 
44.) — Rep. A a 
( ) de" 1 ( B) > de’ dem! 
Bine 2 Bi a dy d"Iy . | 
und eliminirt die Grössen 9, —-, +: “-, so Ist unmittelbar ersichtlielı. 


da ' der? 
dass im Allgemeinen nur, wenn die einzelnen Funetionen 


Cr (1) > (m—1) 
1 1 


Yı een 


lineare Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen sind, die Werthe y. 


dy  zule Kr u x. ‚„.d) ar) 
En ae ” sieh aus den m Gleiechuneen (43.) linear dureh } Er? 
dr der! u8 Gleichu a \ ) ’ de’ dr 


ausdrücken lassen und somit in (44.) eingesetzt eine algebraische Ditie 

rentialgleichung in Y von der mt“ Ordrung und im höchsten Differential 

quotienten vom (z = 1)! Grade liefern, wie es verlangt. wurde. 
Andererseits sieht man aber auch, dass, wenn 


, ur ie ae a A GE 
Y = SOHdIH + tme) EI 
no « ers dr d.r" 
ist. sich dureh Differentiation 
d) ir | EEE TE  d"y 
— # oee) + (2)? + (N, I) . I PR 2) : -4 (x) . 
dx fi weh fı \ yY 5 f: cl 5 dr t l Pa a | d.r” — ] f we dr" 
ergiebt, und dass somit, da für 2= 
d”ı dı a 
— (e. we Tv) 
d.c” dx dc” 


a ‚ n ' dy z 
folgt, worin f, eine rationale Function bedeutet, 7, "ur dann im Allg: 
? X 


dy d’ 
de ' dı 
wird sein können, wenn f, selbst eine solehe Funetion darstellt, oder wen 


meinen eine lineare Function, wie es sein musste, von 9, 


die Ditferentialgleichung (22.) eine lineare ist. Umgekehrt folgt aber auc| 
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unmittelbar, dass, wenn man die Differentialgleichung 
RE d’" y A u ’ dy h 
45.) —-+F,(&) -+.-+F.-(@)--+F,.ey = F(x 
4 2) dar TON ar! r ee ABERTEEN ’J 
mit dem Differentialausdrucke 
se i \ . \ “a dı E  —. y 
46) Y = hKO+hÄdy+hle) On 


zusammenstellt, wie man durch suecessive Difterentiation von (46.) erkennt. 


a2 - Ne dy ah * u 
ureh Elimination der Grössen y, re Benutzung der Glei- 


chung (45.) im Allgemeinen eine lineare Differentialgleichung 
d” Y e>-17 0 


z - \ u v4 \ f r / x . 
4 { .,  » ir | T / nz 5>7 + Vin > L T VD n L / ) ır I 
/ de” IF der! dx er 


hervorgeht, welche also die Ordnung und den Grad mit der vorgelegten 
Differentialgleichung (45.) gemein hat: und man sieht weiter leicht ein. 


ass die Gleichung (47.) eine irreduetible sein muss, wenn =, d.h. y sich 


a . . . y . ’ d) d } 
als algebraische, somit als rationale lineare Function von Y, a 
- dt 02° 
in der Form 
; 2 u. ) 
f . a a Fa ER ! j » 
(48.) Yy — Zu\ A J + /ı RL y } w I AI J d r = /Äm I 7 dr 


ergiebt, da man aus dieser Gleichung durch Differentiation die Gleiehungen 


an dy a a us. ar!) 
49 : Zu „dp y0) r)) WER TR L i „Euuf 
Js ng \d D' — ) 4 es Ai ä 
/ dr /s \ / T /1 \ / ' 2? \ / dr I 1 /n . dr fe 
Tan d’y RN TE ; RE uni 4 
U, a (2) +7! z)Y+7%” Mh Hr. 44’ (re 
/ dx’ Z: u X et ı FR i d.c 4 Z ı \ dr" 





ableiten kann, und wenn (47.) nicht irreductibel wäre, sondern die das 
Integral Y definirende irreduetible Differentialgleichun 


d) ar—e N Pe 
eE — () ” 
de ' d.e” ) 4 


O* 
Lee) 


51.) Pla, Y, 


\ 


Es mag hier noch bemerkt werden, dass aus der Natur der hier vorauszesetzten 
beziehung (46.) leicht geschlossen werden kann, ob die Differentialgleiehung (51. 
auch eine lineare ist; denn, da das allgemeine Integral der linearen Differentialglei- 
‘hung (45.), wenn ein System von Fundamentalintegralen der redueirten Differential 


0 
„.ielenung 
u 


d""y dr 'y 


ü dy 
+F (x —- +: +-F. 
da" ( ) dar! 5.4 Ä 


ur \ 
\®.) 1\ 
dx 


4+- F', (z)Yy (0) 


MEY, Mas 20. Ym bezeichnet wird, in der Form 


/2D i N » 
(2) y=nteytoyt + CmYm 
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l 


jn—a y 
da” 
durch die niedrigeren algebraisch ausdrückbar wären, und daher schon in 
Allgemeinen m—«e Gleichungen (48.), (49.), (50.), ... genügten, um 

1 y d" a—1 Y 


de’ dar -e—1 


lautete, aus derselben und die höheren Differentialquotienten von } 


Y, 


zu eliminiren; es würde sich aber dann eine Differentialgleichung (m—e 
Ordnung ergeben, welehe mit der als irreduetibel vorausgesetzten Ditte 
ventialgleichung (45.) gleichartig wäre, was nicht möglich ist; also mus: 
die Gleichung (47.) eine irreduetible sein. Wir finden somit den folgenden. 
dem oben für algebraische Funetionen bewiesenen analogen Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass im Ally 
meinen die durch Einführung einer neuen abhängigen Variabeln vermöge alye- 
braischer Verbindungen dieser und ihrer Ableitungen mit der früheren ab- 
hängigen Variabeln und deren Ableitungen aus einer irreductibeln algebraischen 
Differentialgleichung hergeleitete transformirte Differentialgleichung wiederum 
eine irreduetible Differentialgleichung von derselben Ordnung und demselhen 
Grade in Bezug auf den höchsten Differentialguotienten sei, ist die, dass di 
ursprüngliche Differentialgleichung eine lineare, und dass die Variabeln sieh 
gegenseitig rational und linear durch die andere Variable und deren Ableitungen 
ausdrücken lassen. 

Man sieht somit, dass jener Satz für algebraische Funetionen, auf de 
lie Gleichheit des Geschlechtes für in einander transformirbare Funetion 
beruht, für algebraische Differentialgleichungen nur sein Analogon in (ı 
darstellbar ist, worin ©, €,, ».. Cm Willkürliebe Constanten bedeuten, und (46.) gülti: 
bleiben muss, wenn für y irgend ein Integral von (45.) gesetzt wird, vorausgesetz 
dass für Y ein passendes Integral der zugehörigen Differentialgleichung — wir dürft: 


dafür die irreduetible Differentialgleichung, welcher Y genügt, gesetzt denken 
substituirt wird, so wird 


Yr= e)+h eat Font tenymlt 
+ fi (z)| 7 (m—1) + ey )ı ey -1) + ia 4 y” , 


m 


oder wenn 


Yu = Kathy HlnlyerD 
zesetzt wird, 
Y= 4 (X) re, r Te, R, u de Cm Un 
ein Integral der irreduetibeln Y-Gleiehung für willkürliche e,, c,, . Cm Sein, wo 
die Funetionen Y,, Y,, ... Y, jedoch nieht homogen linear von einander unabhängig 
Grössen zu sein brauchen. Dies vorausgesetzt, findet sich die Frage selbst im 
meiner „Allg. Untersuchungen ete.* erörtert. 
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linearen Differentialgleichungen findet, und dass zum Bestehen dieses Satzes 
fir diese Gattung von Differentialgleichungen schon diejenige Definition der 
Irreduetibilität ausreicht, welehe nur lineare Differentialgleichungen unter 
einander vergleicht. 


Wien. im Januar 1883. 


Ausatz. 

Es mag hier noch mit Bezug auf die oben erwähnte Zusammen- 
stellung einer unendliehen Potenzreihe mit einer irreduetibeln algebraischen 
Gleichung eine einfache Bemerkung hinzugefügt werden, deren Inhalt der 
folgende Satz bildet: 

Wenn eine in einem bestimmten Kreise convergirende, mit rationalen 
Ooefficienten versehene unendliche Potenzreihe 

(1) „tar +aX- 
für ein irrationales x = « einen rationalen Werth A annimmt (Null einge- 
schlossen), und es stehen sämmtliche Werthe von x, welche dieser Reihe den 
Werth A zuwertheilen, in einer solchen Beziehung zu einander, wie dieselbe 
zwischen Lösungen einer algebraischen irreductibeln Gleichung mit rationalen 
Coefficienten nicht bestehen kann, so wird der Ausdruck 


e 


(2.) Ayr 0,0 a, 0. A, a 





ron einem bestimmten n an stets irrational sein und nur mit unendlich wachsen- 
dem n sich immer mehr und mehr der rationalen Zahl A nähern. 

(Genügt nämlich «@ keiner algebraischen Gleichung mit rationalen 
Coeffieienten, so kann überhaupt nicht 

3.) at+a0a+ma@+---+a,0" —n, 
sein, worin 7, eine rationale Zahl bedeutet. und es ist somit der obige Satz 
nur für den Fall zu beweisen, dass « die Lösung einer algebraischen irre- 
duetibeln Gleichung 
(4) 2" +pa"+pe"i+. - +p,c+pn >= 0 

mit rationalen Coefficienten ist. Nehmen wir nun an, man könne stets ein 
hinreichend grosses » angeben von der Beschaffenheit, dass für ein beliebig 
klein gegebenes rationales d 


5.) ntraa+tma+.-+a,c" = A—d, 





oder dass die mit rationalen Coeffiecienten versehene Gleiehung 
6.) vtracetar+.-+a0" = A—l| 
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die Lösung 2 = « besitzt, so wird aus der Irreduetibilität der Gleichung (4. 
toleen, dass jede Lösung dieser letzteren Gleichung auch der Gleichune 
6.) Grenüge leistet, wie klein auch das rationale d und wie gross auch das 
zugehörige » sein mag, d.h. es werden sämmtliche Wurzeln der Gleiehuno 
+.) denjenigen Werthen von x, welche der Reihe (1.) in ihrem Conver- 
venzbereiche den rationalen Werth A ertheilen, unendlich nahe liegen, oder 
so nahe gebracht werden können, als man will; mit anderen Worten, sämmt- 
liehe Lösungen der Gleichung (4.) gehören zu den Lösungen der Gleichung 
A) atractan+-- = A. 

Wenn daher sämmtliche Lösungen dieser letzten Gleichung (7.) in eincı 
solchen Beziehung zu einander stehen, wie sie zwischen Lösungen einer 
irreduetibeln Gleichung überhaupt nicht existiren kann, so folgt, dass die 
reihe (1.), welche für x = « und ein unendlich wachsendes » einem rationalen 
\Werthe A unendlich zustrebt, von einem endlichen » an nur irrationale Werthe 
wird annehmen können — vorausgesetzt ist dabei selbstverständlich, dass « 
nicht selbst rational, also die Gleichung (4.) nicht vom ersten Grade ist. 

Wissen wir also z. B., dass alle Lösungen der Gleichung (7.), d.h. 
alle Werthe der Variabeln, welche der unendlichen Potenzreihe den ratio- 
nalen Werth A ertheilen, durch die eine derselben « in der ganzen linea- 
ren Form 

m. t- m, 
ausdrückbar sind, worin m, und m, rationale Zahlen bedeuten, von denen m, 
nicht die negative Einheit ist, so wird man auf die Gültigkeit des oben 
ausgesprochenen Satzes schliessen können, weil bekanntlich, wenn zwei Lö- 
sungen « und > einer irreduetibeln Gleichung in der Beziehung 
P = mt m, « 

stehen, sich m, als eine Einheitswurzel ergiebt, welche hier, da die Zahl 
eine rationale sein soll, nur +1 oder —1 sein kann, und andererseits eine 
Beziehung von der Form 


P= mit 4 


fiir eine irreduetible Gleichung unmöglieh ist. So wird also, da die sämmt- 
lichen Nullwerthe der unendlichen keihe 
A a 
sıınz = za haar <a 
durch 








Su 


ZV 


nm 








et 

> 
FR 
a 

= 
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dargestellt werden, den obigen Bedingungen genügt werden, wenn die An- 


nahme, dass r die Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl ist, ausge- 
schlossen wird, und somit, unabhängig von der Kenntniss des alleemeinen 
Satzes von dem transcendenten Charakter der Zahl nz, geschlossen werden 


können, dass die Reihe 


7 nt’ | q’ u A 2 
N It Em tr 
von einem bestimmten » ab stets nur irrationale Werthe annehmen und sieh 


so der Null unendlich nähern wird. 
Bezüglich der Untersuchung, welcher Art eine rationale Beziehung 
zwischen zwei Lösungen einer irreduetibeln Gleichung überhaupt sein kann. 
mag bemerkt werden, dass, wenn mit der irreduetibeln Gleichung 
(8.) zT +p,r7” 1 p,2”" +. +p, = 0 
die rationale Beziehung zwischen zwei Lösungen derselben in der For 


X 2 . . L} v u » ‚7 
4) yentrıcındH+-+r,X 


zusammengestellt wird, die durch Elimination von z sich ergebende Glei- 
chung mt Grades 


(10.) y"+P,y""+Pıy””+--+P, = 0, 


weil die Grössen r als rational vorausgesetzt werden, also auch die Grössen 
P von derselben Beschaffenheit sind, ferner y ebenfalls eine Lösung de: 
Gleichung (8.) ist, welehe somit alle ihre Lösungen mit (10.) gemein haben 
muss, die Gleichung (10.) mit der Gleichung (8.) identisch sein muss: « 





erzeben sich somit, wenn mit s,. $;. $:;. ... die Potenzsummen der Glei- 
chung (8.), mit S,, S,, 8;, ... die der Gleichung (10.) bezeichnet werden. 
die Beziehungen 
1) Sen Sun, =, 

worin die S in bekannter Weise aus (9.) hervorgehen. indem man diese 
Beziehung zu den verschiedenen Potenzen erhebt und in jede der so ent- 
stehenden Gleichungen alle Lösungen der Gleichung (8.) einsetzt, wobei 8 
sich als homogene ganze Function ote Grades der rationalen Substitutions- 
eoveffieienten ru, Fi, Fa, ... r, ergiebt: aus den so hervorgehenden Glei- 
chungen (11.) ist zu entscheiden, ob die Coefficienten r,, r 
rationale Zahlen ergeben können. Nehmen wir z. B. den oben hervorge- 


ix... r, sich als 


# 


hobenen Fall der linearen ganzen Transformation 


(12) g= nt+r2, 
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so folgt unmittelbar aus (11.) 
s,.(1—r,) = mr,, 
s.(1—-r,) (l+r) = mr(i+r,), 
s,(1—r,)’ A+r+r)) = mr,(l+r,+ri) 
und es ergiebt sich somit, dass entweder einmal 


1-+ r,+ r| + Ber + ri ".. v, 


d.h. r, eine Einheitswurzel ist, oder dass, wenn die rationale Zahl 


vesetzt wird, 
s =mR, »=mR, ,=mR, .. 
ist; da aber die aus (8.) entspringende Gleichung 
Sn+ Pısn-t Prsmat FPn-ısıtMpn = 0 
im letzteren Falle die Beziehung liefern würde 


R"-+ Pı R”"'+ a +. R+pn _. v, 


also die irreduetible Gleichung (8.) eine rationale Lösung AR hätte, so bleibt 
nur die erste Annahme bestehen, dass r, eine Einheitswurzel bedeutet und 
somit, weil diese Grösse eine rationale Zahl sein soll, nur +1 oder —| 
sein kann; ist nun n= +1, so folgt aus ss (1—-r,)=mr,, dass ,—=0 sein 
muss, und es ist somit der oben benutzte Hülfssatz erwiesen, wobei noch 


bemerkt werden mae 


Wien, Juli 1883. 





&, dass die Aufstellung der transformirten Gleichung (10. 
mit der Herleitung der iterirten Funetionen nach Abel übereinkommt. 
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Ueber Irrationalität von Reihen. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


Im 37. Bande dieses Journals p. 95 habe ich gezeigt, dass, wenn 3 
eine positive ganze Zahl bedeutet, die Einheit ausgenommen, und a. @,, 
4, ... eine unendliche Reihe ganzer Zahlen, so beschaffen, dass allgemein 
die Differenz «@,,,— @,„ positiv ist und zugleich jede folgende dieser Diffe- 
renzen grösser als die vorhergehende, alsdann die Reihe 

1 1 l 

ze ee Fe A 
keinen rationalen Werth hat. Diese letzte Bedingung, dass jede folgende 
Differenz grösser als die vorhergehende ist, kann aber durch die einfachere 
ersetzt werden, dass die Differenz @,„.,— «,„ mit wachsendem m jede angeb- 





bare endliche Zahl überschreitet, wodurch der Satz eine grössere Anwend- 
barkeit erhält. 

Berücksichtigt man die schon dort angegebene Verallgemeinerung 
in Beziehung auf die Vorzeichen der einzelnen Glieder der lteihe, so kann 
man den Satz so aussprechen: 


, A 1 l . 
Wenn in der Reihe — +. +. +: unter z eine ganze positive 


Zahl, die Einheit ausgenommen, verstanden wird, und @,, &, ... eine un- 
endliche Reihe ganzer positiver Zahlen ist, von welcher jede grösser als 
die ihr unmittelbar vorhergehende ist, zugleich die Differenz «,,,— «, mit 
unbegrenzt wachsendem m ebenfalls unbegrenzt wächst, so kann die Reihe 
keinen rationalen Werth haben, in welcher Ordnung die Vorzeichen der 
einzelnen Glieder auf einander folgen mögen. 

Der Beweis bleibt unverändert derselbe. Hätte die Reihe den Werth 


) 


„, wo g und h ganze Zahlen bedeuten, so fände man 


erh + —H-] 


N Zn (£ 
& „"m-+]1 m “"m-+? m 
y % 
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wo @ eine ganze Zahl ist. Es dürfte also die in Klammern stehende Reihe 


1 ' ke A 
nicht kleiner als , sein, während dieselbe, d.h. 


1 1 1 
En DEE I1+ ee ER | 
ex z m+1 Im ui gm +21 —— „m +3 em+1 —— 


mit wachsendem m unter jeden angebbaren Werth sinkt. Hieraus ergieh! 
sich z. B. dass die Reihe 


(1.) > Be a r = e B eo 


m“ - 4 
5 EN EN 2 


3m’Em 


welche aus der Eulerschen Reihe F(—-1)”"z ° durch Substitution von 


| » . * . . 
x = — folgt, keinen rationalen Werth haben kann. Denn hier wird zwaı 


die Differenz zweier unmittelbar auf einander folgenden Glieder der Reih 
%. %, ... nicht fortwährend grösser, aber da diese Differenz entwede: 


3m’ + m 3m’ — m R“ S(m+1)" wa +1) _ 3m’+m 
-— ——— =m oder — 
2 2 2 2 


wächst sie mit m unbegrenzt. Demnach kann auch das gleichgeltende 


” 1 1 1 r . 
unendliche Produet (1- - )1- —; ) (1- -, )... keinen’ rationalen Wert); 
» pP ns 7 


haben. wie schon Eisenstein im 28. Bande dieses Journals auf einem anderen. 





—= 2m+1 ist. so 


weniger elementaren Wege gefunden hat. 
In derselben Weise folgt aus der Jacobischen Gleichung *) 


3üti 
r ’ 2% IN En Ü N 1 H, —. Pi: « ili+ 1) = a 
AH" )Al—-g")) = F(-HUNg ”, 
dass die Reihe 


(2.) SE 


und das Product (14 —)(i= la + 5 Mn a. keinen rationalen Wert! 


1 
haben kann, und dasselbe gilt von der Reihe ı- — + 


u a 


1 } 
+7 bei belie- 
biger Zeichenfolge. 


Aus derselben Betrachtung folgt, wenn die Buchstaben 3, «,„ u. s. w 


m 


die frühere Bedeutung behalten, dass die Reihe 


b b. b b 1 
u, +— + —+-- + — + +... 
— 70 —— 20: ne zm = m "ae 


keinen rationalen Werth hat, wenn b,, 5b, ... ganze Zahlen bedeuten, die 


=) Bd. 37 p. 69 dieses Journals. 





Ww; 


\ 


\ 


18 
\ 
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b,. +] ı e l 


«£ - ı) 
"m | Km AN 


:o beschaffen sind, dass von einem bestimmten m an, 


ist. wo g(m) eine mit m unbegrenzt wachsende positive Zahl bedeutet, und 





. b,. k nd ® . ... r . 
zugleich — = o —ajruns Ist, wo c.eine bestimmte positive Zahl ist. 
, z mA nee 2 
. ® y .. 2 ( . 4 
Denn in diesem Falle hätte man, wenn wieder den rationalen Werth 
l 
ler Reihe bedeutete, 
b.. Dm+2 
g3" G-+h + P 20 id i + x = +], 
Zm+t Gm m Ku ne 
während die in Klammern stehende Reihe in keinem Falle «rösser als 
N mi 3 | i . 
an 1+ —t-—-+ Pr ist. was mit wachsendem m unter jeden angebbaren 


Werth sinkt. Ein Beispiel dieser Art bietet die Reihe 


8) 14274 ++ 


deren allgemeines Glied (abgesehen vom Zeichen) 


b, 2m-+1 
Sue En m (m +1) 
ist, so dass 
b„ +] u 2m-+3 


-m-+1 


w 


„*m+1m 
S 


A 
»| 3 


Nun ist 2m +3<2°, wenn m = 10: um so mehr ist b,.» = 2m+5 <? 


m+ k—1 
da < 2%, und allgemein d,;,<2 ° . Hat nun 3 den Werth 2, 


m+k 


m+-2 





2m-+5 
2m-+3 
also den kleinsten Werth, der hier überhaupt zulässig ist, so wäre, wenn 
man m — 10 setzt, 


m--1 


Dm+1 by. +2 2° 2 ‚ 


ann == “ ! -— | 


a — ... < —t- en ... 
jez _ a Fo m 
2°m +19 m 2° m+4 2m 2 am 5: 








\lit dem Öbigen verglichen ist hier g (m) = 

Din bu42 

ep > 
i m 


> +1 und e= L. Die Reihe 





sinkt also unter jeden angebbaren Werth, und dies 


Q&m+27— m 
4 


Ist um so mehr der Fall, wenn man statt 3=2 zu setzen, einen grösseren 


Werth für z setzt. Die Reihe (3.) hat also, wie auch die Zeichen der 
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einzelnen Glieder beschaffen sein mögen, keinen rationalen Werth. Be- 


sonders bemerkenswerth ist die in (3.) enthaltene Reihe 


A 
C 
au 


welche sich aus der Jacobischen Gleichung ö 


d-NA-N)A-N..? = 1-3g+5g-7g’+-- 
1 h e 
ergiebt, wenn man qg= — setzt. Denn nach Obigem folgt hieraus, dass 


1 1 
nicht bloss die Reihe (1.) und das gleichgeltende Produet [1- : Yi- er u 


sondern auch deren Uubus keinen rationalen Werth hat. 


*) Fundam. nov. $ 66. 


(zöttingen, April 1883. 








hu 











Nachtrag zur Abhandlung „Die Steinerschen Poly- 
gone“ Seite 105 dieses Bandes. 


(Von Herrn P. H. Schoute in Groningen.) 


i der Abhandlung des Herrn E. Weyr „Ueber eindeutige Bezie- 
hungen auf einer allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung“, welche im 
Aprilhefte der Abhandlungen der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Wien von diesem Jahre steht, fand ich gestern eine Arbeit „Ueber die 
Steinerschen Polygone auf einer Curve dritter Ordnung und damit zusammen- 
hängende Sätze aus der Geometrie der Lage“ eitirt, welche Herr K. Küppeı 
bereits 1873 in den Prager Abhandlungen publieirt hat. Nach dem Referate 
im Jahrbuche tiber die Fortschritte der Mathematik enthält diese Abhand 
iung schon einen rein geometrischen Beweis der von Steiner gestellten Pro- 
bleme. Ich bedaure lebhaft meine Unbekanntschaft mit dieser nach aller 
Wahrscheinlichkeit sehr verdienstvollen Arbeit, die wegen der geringen Ver- 
breitung der Prager Abhandlungen im Auslande ganz sicher noch zu wenig 
bekannt ist, und hoffe, dass mein Aufsatz etwas zu ihrer allgemeineren Ver- 
breitung beitragen möge. 

Natürlich trete ich hierbei Herrn Küpper die Priorität der Auflösung ab. 


Groningen, den 29. September 1883. 
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Beweis des Satzes, dass eine einwerthige Function 

beliebig vieler Variabeln, welche überall als Quotient 

zweier Potenzreihen dargestellt werden kann, eine 
'ationale Function ihrer Argumente ist. 


(Von Herrn A. Hurwitz in Göttingen. 


Im Folgenden soll ein kleiner Beitrag zur Theorie der analytischen 
Funetionen mehrerer Veränderlicher geliefert werden. Wir wollen nämlich 
den Nachweis erbringen, dass jede Function, die überall den Charakte 
einer rationalen Funetion besitzt. nothwendig in rationaler Weise von ihren 


Argumenten abhängt *). 


> 


Unser Beweis verfährt induetiv: Wir werden annehmen. dass deı 


senannte Satz für Funetionen von a—1 Veränderliehen bewiesen sei, und 





zeigen, dass er dann auch für » Veränderliche gültig ist. Da er nun für 
Funetionen einer Veränderlichen bekanntermassen eilt, so ist er dann fü 
beliebig viele Argumente bewiesen. 
Die Funetion f(a,, %.....”,) erfülle die Voraussetzung, dass sie an 
jeder Stelle 
a Bu... ne 
als Quotient zweier, nur Potenzen mit ganzen, positiven Exponenten en 
haltenden Potenzreihen von 
Ad, WYı—d. ... aa, 
dargestellt werden kann. Ferner werde angenommen, dass die Funetion 
sich an der Stelle 
su u ... u =®d 
*) Dieses Theorem ist zuerst von Herrn Weiersirass (dieses Journal. Bd. xV). 


aufgestellt worden. Jedoch hat Herr Weierstrass seinen Beweis des Satzes bis jetzt 
nieht veröffentlieht. 
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regulär verhalte und an dieser Stelle einen von Null verschiedenen Werth 
besitze, Annahmen, welche die Allgemeinheit nieht beeinträchtigen. 
Ks sei nun 
Far u sc) = A+Awu+Am-+:-, 
wo die A„ A. A, ... Funetionen von 
Ei 5 


beieuten, welche sieh in der Umgebung der Stelle 


= ud .„.. uud 


regulär verhalten. Jetzt möge die positive Grösse d so angenommen 
werden, dass für 


We ST u 


die obige Entwiekelung von f(a,, %,... a,) gültig sei und für alle durch diese 
Kinschränkungen bestimmten Werthsysteme von #, %, ... a, die Funetion 
fr. 9%. ...@,) einen von Null verschiedenen Werth annimmt. In der Ebene. 
deren Punkte die Werthe von a, geometrisch repräsentiren, werde um den 
Punkt »=0 mit den Radien d und d’<Zd je ein Kreis beschrieben und 
das Innere dieser Kreise bezüglich als Gebiet @ und @ bezeichnet, so dass 
also das Gebiet @ ganz in dem Gebiete @ enthalten ist. 

Geben wir jetzt dem Argumente «, einen bestimmten Werth D,. 
welcher im Innern des Gebietes @ belegen ist, so geht f(w,. «,... «,) in eine 
Kunetion f(a,, bs, ...@,) der a—1 Argumente 


U. U;, Te u 


i I n 


über, und ich behaupte, dass sie eine rationale Funetion dieser Argumente 
ist. In der That haben wir für jede beliebige Stelle 


u; — d,. U; m d;, oo... U, = A, 
die Entwickelung: 
2 C,+ U (u,—b,)+0C,(u,--b,)’-+-- 
(2 “ Us, m ww 2 ) — vr I / 2 . 7 nn 5) 
fin; - n) C,+C,(u,—b,)+0C, u, —b,) +" : 


wo On En 2... Cu C4, ... Potenzreihen von 
ud. WA, 2.2. UA, 


bedeuten. Daher stellt sich f(x, b», ... «,) an jeder Stelle 


n, 


HM, _— d,. N; d;, . . . U, u A 


n 


als Quotient zweier Potenzreihen von 


H, d,. U, — d;. Tr or u,qa, 
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dar. wenn es sicher ist, dass keine der beiden Potenzreihen ©, und € 
identisch verschwindet. Zunächst dürfen wir aber offenbar voraussetzen. 
lass C, und ©, nicht gleichzeitig identisch „leieh Null sind. Ferner würde 
die Annahme C,=0, %>0 zur Folge haben, dass f(w,b.....w,) unab- 
hängig von 


_ Ver 


oleich Null sein würde, und für ,>0, C,=0 würde f(w,.b,,...«,) unab- 
hängig von den Argumenten unendlich gross werden. Beide Folgerungen 
widersprechen der Voraussetzung, dass f(a,. b.....«,) für 

10 l<0d, ... |, ‘ 
endliehe von Null verschiedene Werthe hat. 


Nunmehr können wir den zu beweisenden Satz auf die Funetion 


f(u.b2,...u,) anwenden, da diese nur von »—1l Veränderlichen abhängt. 
Ks ergiebt sich daher: 
r . - B,+B,.u | Bu 
(4. db. ... u) = AtAı u + Aut : 1 
K 2 2. BER FAR b_ -+B u - Biu 
wo A; bezeichnet, was aus A, für a, = b, wird. und wo B.B.... BB. 


rationale ganze Funetionen von 


U, War HU. 


J 


bezeichnen. Hierbei soll mindestens eine der beiden Funetionen B.. B' von 
Null verschieden sein, so dass r den Grad der rationalen Funetion in Be- 
zug auf «, vorstellt. 


Der Vergleich der einzelnen Potenzen von #, in der Gleichung 
(At+Aıı + )(B+Biut+t--+B.u) = B+Bu+- - +B,u 
liefert eine heihe von Beziehungen, aus denen durch Elimination der Grössen 
re re  B 


das Verschwinden aller Determinanten (r-+1)ten Grades vefoleert wird. 


—_ 
€ 





welche aus den unzählig vielen lteihen 
Bu + A 
ee 
Be Bas A 


gebildet werden können. 


26° 
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Es werde nunmehr jeder Stelle b, des Gebietes @ die ganze Zahl 
r, nämlich der Grad der rationalen Function f(u,, by, 5, ...,) in Bezug auf 
#, zugeordnet. Dann muss es mindestens einen Grad r geben, welchem 
unzählig viele Stellen von @ zugehören. Wenn nämlich jedem Grade r 
nur eine endliche Zahl von Werthen 5b, zufallen würden, so müssten die 
Stellen des Gebietes @ eine abzählbare Mannigfaltigkeit bilden, was nicht 


IN 


der Fall ist*). Hieraus folgern wir, dass es eine Stelle im Innern oder 
auf dem Rande von @, also jedenfalls im Innern von @, giebt von der 
Kigenschaft, dass jede noch so kleine Umgebung derselben unzählig viele 


Stellen 5b, in sich fasst, welchen der Grad r zugehört. Die Determinanten 


1; A,, A,; ) 
1; A,, A, ) 
e ;® A; ” 1, +3 


in inf. 


verschwinden also unabhängig von 


>. 


wi 


n 


für unzählig viele in der Umgebung jener Stelle liegenden Werthe von 


Da diese Determinanten aber Funetionen von %, ... a, sind, welche sieh in 


der Umgebung der Stelle 


n 


nein ... ud 


regulär verhalten, so folgt, dass dieselben identisch, d.h. unabhängig von 
#, #2... a, verschwinden. 

Diese Erkenntniss berechtigt uns zu der Folgerung, dass sieh die 
unzählie vielen Gleichungen 


_ 


fi A,+f, ‚A,+ + Ar — 0, 
f A+f, ‚A++fA,o — 0, 
f, A + Fan: A, Br 7 fo- Il, En 0, 


in inf, 
vermöge nieht sämmtlieh versehwindender Grössen fi, fs --. f, befriedigen 


Siehe hierzu Cantor, dieses Journal Bd. 77. 
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In 
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sen. Diese Grössen fi, fi - - - f, Sind offenbar Funetionen von ı. ... ı,. 
welehe sich in der Umgebung der Stelle 
u = U, ma: u () 


‚oulär verhalten. Da jetzt 


f [r Un oo. u, IL ha- E -fui| 


Aut A,u,+ A,u, + TEN K+f U +++ - f H, fur PıuıH pH, Feetgn 
ist, so ergiebt sich: 
/ . f, rg,u rg, N PU 
fu, U», oo.» HM =— E 5 — - 
j f,+tf,«, rf.u' Ho + fu 
wo die Grössen Yu Pi +++ Prs Wie fin fir». f, Funetionen von m, ... u 


sind, welehe sieh an der Stelle 
u 5 Ger 0) 
regulär verhalten. 

Wie wir oben gezeigt haben, entsteht aus fu. u. ... u) für u, — b; 
eine rationale Funetion der übrigen Argumente, wenn b, in einer gewissen 
Umgebung der Stelle «, = 0 liegt. Ebenso wird für #, = b, unsere Funetion 
in eine rationale Function von %,, ... a, übergehen, wenn 5b, in einer ze- 
wissen Umgebung der Stelle «, = 0 angenommen wird. Es seien 

u WETTE ut: 


2r--1 verschiedene, in dieser Umgebung von = 0 liegende Stellen; so 


haben wir die Gleichungen: 


fun un +... %)).htlflu, u...) ulfit +lfun u ... u). Wlf 


fu U,.1f; u. ER uU,.Y u 0, 
bi, Un 2... a,))- + [fb’, U o.. U, .b! 1.f, an [fh ) Me IRQ f 
> b\ .Yy — b: f .Yy me — bi .Q, = ), 
(‘ I. 2. r+T 


\Wenn wir aus diesen 2r+2 Gleichungen die Grössen 
ai a A > > 

eiiminiren, so erhalten wir eine lineare Gleiehung für 
Fu 8... 6) 
aus welcher sich diese Function als rationale Funetion der Argumente 


Be ae: 


q 


ergiebt. Diese Betrachtung wird dann illusorisch, wenn für jedes System 

















BD, 6, 


a 


den Colonnen: 


f(bi’), u. a 
rb Be 
FRI a a 


eebildet werden können. 


a,b: 


2 
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(’r+1) 
b' 


die sämmtlichen Determinanten (2r-+1)ten Grades verschwinden, welehe aus 


„ 


‚Wr; (1)\: 
..0.. u,)(b; 2% 


(2)\r 


J “ 


l, 51, 
1, 51°, 


)(BE+Dy, 1, ber+®, 


(br, 


(AUE) 
(b\ r 


(bh 


In diesem Falle verschwinden aber für beliebige Werthe von 


üb Me, 


] ® 
| 


fiu,. Br 5 Fe 


I 


ICE”, ic aa 


de 


FT a 


n/ 


u 


n 


Br. 20 0) 


\/AODN 
. U.)\ b' \ “ 
FrıS 


/ 


b' + 1)\: 


welche aus den vorhergehenden entstehen, wenn 


stimmte Argument «, ersetzt. 
Es ergiebt sich nunmehr wieder 
f(u., %, 
als rationale Funetion von 
Bi. 
wenn nicht sämmtliche Determinanten 
aus den Üolonnen 


RE” m, Be Fi, 


sl a Te 5 fbi U He 
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Somit ist ersichtlich, dass in allen Fällen f(w,, .....”,) als rationale 


ersetzt man wieder eine de: 


Funetion ihrer Argumente dargestellt werden kann, was zu beweisen war. 


(söttingen, den 30. Oetober 1882 
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Zur Theorie der Flächen dritter Ordnune. 


(Von Herrn Friedrich Schur in Leipzig.) 


Nachdem in neuester Zeit das sogenannte desmische System von 
rei Tetraedern, das sind solche, von denen die Eeken eines jeden Per- 
speetivitätseentra für die beiden anderen sind, die Aufmerksamkeit der Geo- 
meter*) auf sich gezogen hat, dürfte vielleicht der Nachweis dieser merk 
würdigen Configuration bei einer allgemeinen Fläche dritter Ordnung von 
einigem Interesse sein, zumal dadurch gleiehzeitig die Natur einer Fläche 
vierter Ordnung, von welcher schon Steiner **) in seiner berühmten Abhand- 
une über Flächen dritter Ordnung einige Eirenschaften anzexeben hat. in 


volle Klarheit gesetzt wird. Irgend drei Ebenen nämlich dureh drei in der- 


g 
selben Ebene gelegene gerade Linien einer Fläche dritter Ordnung schneiden 
diese in drei Kegelsehnitten, dureh welche eine Fläche zweiten Grades geht, so 
dass zu jedem auf der Fläche dritter Ordnung gelegenen Dreiseit ein Flächen- 


system zweiten Grades von dreitacher Mächtiekeit gehört. Steiner sagt nun 





1.2.0. dass die Spitzen der Kegel, welche es in diesem Flächensysteme giebt. 


eaM 


eine Fläche vierter Ordnung erfüllen. Es ist dies von Herrn Cremona **”) nach 
der jetzt üblichen Terminologie dadurch bewiesen worden, dass er diese 
Fläche als Brenntläche eines Strahlensystems zweiter Ordnung darstellt. Weil 
aber einmal in dieser Ableitung dieser Gesichtspunkt nieht betont ist, so 
dass Herr Cremona auch kaum mehr beweist, als dass diese Fläche von 
der vierten Ordnung ist, und weil andererseits beim Beweise der Identität 


heider Flächen so specielle Elemente der Figur verwendet werden, «dass 


” Stephanos, sur les systemes desmiques de trois tetraädres. Bulletin des 
scıences math. et astr. 2° serie, t. III, 1, 1879, p. 424. Veronese, sopra aleune notevoli 
eonfigurazione, Memorie della R. Accad. dei Lincei 1581, p. 77. Reye, die Hexaeder 
ind Oetaeder-Configurationen, Acta mathematica, 1, p. 27. 

**) Steiner, über die Flächen dritten Grades, ges. Werke, Bd. II, p. 654. 

“##) (remona, Allgemeine Theorie der Oberflächen, deutsch von Curtze, Berlin. 


170. 3 Th. Cap. V. 
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diese Identität ganz zufällig erscheint, so werde ich in$2 noch einmal die 
von Steiner betrachtete Fläche als Brenntläche eines Strahlensystems zweite 
Ordnung und sechster Klasse nachweisen. Die Strahlen desselben werden 
hierbei wie bei Ilerrn Cremona als Schnittlinien entspreehender Tangentin]- 
ebenen zweier eollinearen Flächen zweiten Grades erzeugt. Ueber die so 
erzeugten Strahlensysteme schieke ich desshalb in $ 1 einige Erörterungen 
voraus. um die besondere Natur des in unserem Falle auftretenden ins rechte 
liieht setzen zu können. Es erweist sich so unsere Fläche als diejenige. 
welche Herr Kammer als die Reeiproke der Krümmungsmittelpunktstläche 
einer Fläche zweiten Grades erkannt hat. ‘Die zwölf Knotenpunkte_ der- 
selben bilden nun, wie Herr Veronese bemerkt hat. das oben erwähnie 
desmische System. Diese Knotenpunkte aber erscheinen hier als die Scehnitt- 
punkte der zwölf Geradenpaare, in welchen Ebenen dureh die drei Seiten 
des Dreiseits die Fläche dritter Ordnung noch sehneiden. Nachdem so zu 
jedem Dreiseit auf einer Fläche dritter Ordnung eine gewisse Fläche vierter 
Ordnung als zugehörig gefunden ist, entsteht die Frage, ob umgekehrt zu jede: 
solchen Fläche vierter Ordnung in demselben Sinne Flächen dritter Ordnung 
oehören. Diese Frage wird in $ 3 dahin beantwortet, dass, nachdem die 
Fläche vierter Ordnung und irgend eine Ebene als Ebene des Dreiseits gegeben 
ist, es noch sechs solehe Flächen dritter Ordnung giebt. Es ist damit eleieh- 
zeitig der von Steiner gexrebene Satz, dass der Schnitteurve der Fläche vier- 
ter Ordnung mit der Ebene des Dreiseits vollständige Füntseite eingeschrieben 
werden können, auf jede in der Fläche enthaltene ebene Curve übertragen. 
Uebrigens zeige ich. dass diese Curve dieselbe ist. in weleher die Ebene 


1 


des Dreiseits von der Hesseschen Fläche der Fläche dritter Ordnung go 


schnitten wird. 
s1. 
Wir schicken zum besseren Verständniss einige meist bekannte Sätzı 
iiber das Strahlensystem zweiter Ordnung und sechster Klasse von der erste 
Art”) voraus. Die Strahlen desselben werden erzeugt als Schnittlinien en!- 


sprechender Tangentialebenen zweier collinearen Flächen zweiten Grades” 


=) S. hummer, über die algebraischen Strahlensvsteme, aus den Abhand. 
Könizl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866, $ 11. 

=) S. Lie, über die Reeiproeitätsverhältnisse des Reyeschen Complexes, Götting 
Nachriehten 1870, p. 65; und Reye, über das Strahlensystem zweiter Classe sechst: 


Ordnung von der ersten Art, dieses Journal, Bd. 93, p. SL ft. 
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Dies Strahlensystem besitzt vier singuläre Punkte (4a) in den vier sich selbst 
entsprechenden Punkten der räumlichen Collineation, welche dureh die beiden 
eollinearen Flächen zweiten Grades FH, und /, definirt ist; und zwar geht 
dureh jeden derselben ein Strahlenkegel vierter Ordnung. Ist ferner |b,| 
lie eine geradlinige Erzeugung von H, und [b,]) die entsprechende, so «wieht 
es vier Geraden in [b,], welche von ihren entsprechenden geschnitten werden. 
und in diesen vier Sehnittpunkten (4c) besitzt das Strahlensystem vier weitere 
singuläre Punkte mit Strahlenkegeln zweiten Grades. Ebenso besitzt es 
noch vier andere singuläre Punkte (4b) mit Strahlenkegeln zweiten Grades 
in den vier Punkten, in denen Geraden der zweiten Erzeuzung |e,) von H 
von den entsprechenden aus [e,| geschnitten werden. Jedes Tangentialebenen- 
büschel (b,) resp. (e,) erzeugt mit dem ihm entsprechenden (b,) resp. (e 
eine geradlinige Fläche zweiten Grades A. resp. H,, welche dureh die 
Punkte (4a) und (4b) resp. (4e) geht. So kann also das Strahlensvstem 
zweimal durch die geradlinigen Erzeugungen von Flächen zweiten Grades 
beschrieben werden. Die zweiten Erzeugungen dieser bilden zwei andere 
Strahlensysteme zweiter Ordnung und sechster Klasse, welche in (4b) resp. 
4) singuläre Punkte mit Strahlenkegeln vierter Ordnung und in (4a) und 
4c) resp. (4b) singuläre Punkte mit Strahlenkegeln zweiten Grades haben. 
Die beiden einander collinearen räumlichen Systeme, welchen 47, und H, au- 
gehören, bestimmen ein Büschel von collinearen Systemen, von denen je 
zwei denselben Reyeschen Complex erzeugen. Der H, entsprechen hierbei 
suceessive die Flächen H, einer Schaar, welche alle dureh (4b) und (4 
sehen, und es erzeugen die entsprechenden Tangentialebenen je zweier de: 
selben dasselbe Strahlensystem wie die von H, und H,. Ferner beschreiben 
hierbei die Erzeugungen [b] und [e] die zweiten beiden Strahlensvsteme 
zweiter Ordnung und sechster Klasse. Diese Strahlensysteme, welche also 
ganz symmetrisch bezüglich der Quadrupel (4a), (4b) und (4e) vertheili 
sind, besitzen dieselbe Brennfläche vierter Ordnung, welche in den zwöll 
singwlären Punkten conische Knotenpunkte hat. 

Die nähere Begründung der vorstehenden Eigenschaften des Strahlen- 
systems zweiter Ordnung und sechster Klasse möge man in der oben eitirten 
Abhandlung von Herrn Reye nachlesen. Uebrigens aber ist über dieselbe 
Folgendes zu bemerken. Wenn Herr Reye p. 83 die Identität der dureh 
eollineare Flächen zweiten Grades erzeugten Strahlensysteme zweiter Ordnung 


und sechster Klasse mit den von Herrn Kummer 1. e. beschriebenen daraus 
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folgern will, dass beide dieselbe Anzahl von Constanten enthalten, so ist ein 
solcher Schluss nieht ganz streng. Denn wenn eine Mannigfaltigkeit in einer 
andern nicht linearen Mannigfaltigkeit enthalten ist, so kann man von ihrer 
gleichen Mächtigkeit nur dann auf ihre Identität schliessen, wenn man weiss, 
dass die zweite irreduetibel ist. Ebenso etwa wie die Strahlensysteme zweiter 
Ordnung und sechster Klasse überhaupt sich in zwei Arten von derselben 
Mächtigkeit theilen, könnten sich die der ersten Art wieder in zwei Gattungen 
theilen, von denen die einen sich collinear erzeugen lassen, die andern aber 
nicht. Dass dem freilich nicht so ist, lässt sich aus den Kummerschen Glei- 
chungen leicht ersehen. Denn die Gleichung (24.) in $ 11 der eitirten Ab- 
handlung, welches eine der beiden Gleichungen des Strahlensystems ist, ist 
nichts anderes als die eines Reyeschen Strahleneomplexes. Sobald aber be- 
kannt ist, dass ein Strahlensystem zweiter Ordnung in einem solchen Com- 
plexe enthalten ist, folgt sofort, dass ihm im Ebenenraum eine Fläche 
zweiten Grades entspricht”). 

Ieh will im Anschluss hieran die Frage beantworten, wie sich das 
speeielle a. a. ©. von Herrn Kummer erwähnte Strahlensystem zweiter Ord- 
nung und sechster Klasse, welches dem Normalensystem einer Fläche zweiten 
(Grades reeiprok ist, unter die allgemeinen dieser Art vom Gesichtspunkte 
ihrer eollinearen Erzeugung aus einreiht. Nun hat bereits Herr Veronese 
a. a. 0. erwähnt, dass eine von ihm untersuchte Fläche vierter Ordnung 
mit 12 Kinotenpunkten, welche zu je drei in 16 in der Fläche enthaltenen 
seraden Linien liegen, mit der Reeiproken der Krümmungsmittelpunktstläche 
ler Flächen zweiten Grades identisch ist. Es werden mit anderen Worten 
dann die dreimal vier Punkte (4a), (4b), (40) die Ecken von drei Tretraedern 
eines sogenannten desmischen Systems, von drei Tetraedern also, von denen 
die Ecken eines jeden Perspeetivitätscentra für die beiden anderen sind. 
Daraus folgt aber leicht, dass das Tetraeder (4a) für die beiden Flächen 
H, und H, und somit auch für die ganze daraus abgeleitete Schaar das sich 
selbst eonjugirte Tetraeder ist. Denn es gehen dann von jedem der Punkte 
ta) mehr als zwei, nämlich vier Secanten an die Schnitteurve von H, und 
H,. Ist umgekehrt das Tetraeder (4a) das sich selbst conjugirte Tletraeder 
für 4, und H,, so sind seine Ecken Perspeetivitätscentra für die beiden 
Tetraeder (4b) und (4e). Denn verbinden wir einen Punkt a mit einem 


=) S, die p. 1 eitirte Abh. von Herrn Lie. 








Pı 
ell 
ze 


El 


de 
&K 
mit 


Be 


ve 


A 
( 


Fl 
kl 
en 
Ei 
(rn 


se 


al 
re 
w 
K 


m 











Schur, zur Theorie der Flächen dritier Ordnung. 21] 


Punkte b=(c,, c,), so trifft ab die Schnitteurve von H, und MH, noch in 
einem dritten Punkte ec. Ist nun 5, die durch c gehende Gerade der Er- 
zeugung [b,], so liegt dieselbe mit e, in einer Ebene, und es entspricht der 
Ebene [e,, ec] die Ebene durch a und ce, welche also die 5b, entsprechende 
Gerade b, enthalten muss. Da nun c ein Punkt von H, sowohl als von 
der Ebene [b,, b,] ist, so geht auch 5, durch c, d.h. ce ist einer der Punkte 
‘4c). Nennen wir nun diese Fläche vierter Ordnung, welehe der Krümmungs- 
mittelpunktsfläche einer Fläche zweiten Grades reciprok ist, wegen ihrer 
Beziehungen, ja ihrer Entstehung aus einem desmischen System von drei 
Tetraedern kurz die desmische Fläche vierter Ordnung, so können wir tol- 
gendes Resultat aussprechen: 

Soll die Brennfläche eines durch die Tangentialebenen zweier eollinearen 
Flächen zweiten Grades erzeugten Strahlensystems zweiter Ordnung und sechster 
Klasse eine desmische Fläche vierter Ordnung sein, so müssen die sich selbst 
entsprechenden Punkte der beiden collinearen räumlichen Systeme mit den 
Ecken des sich selbst conjugirten Tetraeders der beiden Flächen zweiten 
Grades zusammenfallen: und umgekehrt. 

Die Anzahl der Constanten dieses Strahlensystems ergiebt sich als 
sechzehn. Nachdem nämlich das Tetraeder (4a) festgelegt ist. was zwölf 
Constanten involvirt, sind noch je drei nothwendig, um einerseits 4, und 
andrerseits die Collineation zu fixiren, so dass zunächst 18 Uonstanten 
resultiren. Da aber das Strahlensystem »x’-mal in dieser Weise erzeugt 
werden kann, so bleiben nur 16 Constanten übrig. In der That hat Herı 
Kummer, um dies specielle System zu erhalten, 6 Constanten des allge- 
meinen verschwinden lassen. 

$ 2. 

Durch die drei Kegelschnitte #,, 4,, A, in welchen irgend drei 
Ebenen «, , y durch drei in einer Ebene liegende Geraden a. b, e einer 
Fläche dritter Ordnung F? diese noch schneiden, geht bekanntlich stets eine 
Fläche zweiten Grades. Offenbar bilden diese Flächen zweiten Grades. 
wenn a, b, ce auf F’ festgehalten werden, eine dreifache Mamnigfaltigkeit, so 
dass es unter denselben doppelt unendlich viel Kegel giebt. Es lässt sich 
nun zeigen, dass der Ort dieser Kegelspitzen die Brennfläche von drei 
Strahlensystemen zweiter Ordnung und sechster Klasse ist. 

Halten wir nämlich zwei der Kegelschnitte, %, und A,, fest, so giebt es 


27” 
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unter den Flächen zweiten Grades des dureh sie bestimmten Büschels zwei 
Kegel, und es liegen deren Spitzen auf der reeiproken Polare s, von («, 3) 
für alle Flächen des Büschels. Lassen wir jetzt (a, 3) alle Strahlen des 
Bindels durch den Punkt (a, b) durchlaufen, so beschreibt s. ein Strahlen- 
system, dessen Brennfläche, wie wir später sehen werden, der gesuchte Ort 
der Kegelspitzen ist. Untersuchen wir aber zunächst das System _ der 
Strahlen s.. Sind 7, und 7, zwei feste Ebenen durch e, so ist s. jedesmal 
der Durchschnitt der Polarebenen z, und m, der Punkte (e, P, y,) und 
(@, ?, y.) in Bezug auf die Flächen zweiten Grades durch %,, k, und k, resp. h.. 
Die Polarebenen 7, und 7, umhüllen aber zwei geradlinige Flächen zweiten 
) 
umhüllten Fläche werden nämlieh gebildet von den Geraden s, und s,, welche 
den Strahlen der Büschel (?,y,) und («,y,) als receiproke Polaren für alle 
Flächen zweiten Grades der durch A, und %,, k, und %k, resp. bestimmten 
Büschel entsprechen. Dass die Geraden s, und s, die Geraden der beiden Er- 
zeugungen einer Fläche zweiten Grades bilden, folgt leicht daraus, dass jele 
s, mit jeder s, in der Polarebene des Schnittpunktes der ihnen entsprechen- 


+ 


[ /»- 


den Geraden (5,7) und (e,y,) liegt. Beschreibt ferner der Punkt («, 5, y, 


Grades H, und H,; Die beiden Erzeugungen der von den Ebenen z, z.B 


bei testgehaltenem > die Gerade (P,y,), so beschreibt offenbar 7, ein dazu 
projeetives Ebenenbüschel um s,. Es beschreibt also auch, wenn n, ein 


dı 


!ı 


Ebenenbüschel um einen Strahl s, oder s, beschreibt, die entsprechende 
Ebene 7, ein dazu projeetives Ebenenbüschel um s, und s,, wo die Be- 
deutung dieser letzten Strahlen aus ihrer Bezeichnung erhellt. Hieraus geht 
hervor, dass die Ebenen 7, und 7, einander in einer räumlichen Collineation 
entsprechen, dass also, weil sie je eine Fläche zweiten Grades umhüllen, 
ihre Schnittgeraden s, ein Strahlensystem zweiter Ordnung und sechster 
Klasse erfüllen. Ferner ist nach $ 1 leicht zu sehen, dass die Strahlen s 
und s, zwei andere Strahlensysteme zweiter Ordnung und sechster Klasse 
erfüllen, welche mit dem der s, die Brennfläche F* gemein haben; wii 
wollen diese drei Strahlensysteme 3, 3,, &, nennen. 

Nun beschreiben die Strahlen s, und s,, wenn die ihnen entsprechen- 
den Strahlen (5,y) und (e,y) bei festgehaltenem 5 und «@ Strahlenbüschel 
beschreiben, zwei Hyperboloide H, und H,, und es ist ihrer Definition gemäss 
F* die Einhüllende dieser Hyperboloide, es berührt jedes derselben die F 
längs einer Raumeurve vierter Ordnung von der ersten Species. Offenbar 
haben //, und H, den Strahl s, gemein, welcher der Geraden (e, pp) ent- 
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spricht; sie werden sich also ausserdem in einer Raumeurve dritter Ordnung 
schneiden, welehe daher s, in zwei Punkten p, und p, trifft, in denen MH, 
und H, sich berühren. Da nun die beiden Hyperboloide 4, und H, sich 
nur in den beiden Brennpunkten des Strahles s, auf s, berühren können, 
so sind pP, und p, diese beiden Brennpunkte. Wie entstehen nun diese 
Punkte p, und 9? Die Strahlen s,, s, und s, sind ja jedesmal die reeiproken 
Polaren der Geraden (P,y), (y, e) und («e, 5) für die Fläche zweiten Grades 
durch 4, k, und %,, liegen also in derselben Ebene. Werden nun « und 
festgehalten und 7 bewegt, so beschreiben s, und s, die Hyperboloide H 
und H, und ihr Schnittpunkt die Raumeurve dritter Ordnung, in welcher sie 
sich schneiden. Rückt dieser nach s,, also nach p, oder p,, so gehen s.. 
s,, s. auch dureh denselben Punkt, folglich muss die Fläche zweiten Grades 
durch A, %,, k, ein Kegel mit der Spitze in diesem Punkte sein; und um- 
gekehrt, wenn diese Fläche ein Kegel mit der Spitze auf s. ist, müssen 
s, und s, auch durch diesen Punkt gehen. Hiermit ist also gezeigt, dass 
die Brennfläche F' der Strahlensysteme Z,, &,. >. mit der gesuchten Fläche 
der Kegelspitzen identisch ist. 

Die Strahlen s, des Hyperboloides 4, sind diejenigen, welche den 
Geraden (P, y) bei festgehaltenem > entsprechen. Lassen wir also 
variren, so erhalten wir die ganze Schaar dieser Hyperboloide H,. Ist 
nun 5 eine solche Ebene, welche F’ noch in zwei Geraden schneidet, so 
müssen offenbar die s,, welche den Geraden (5,y) als reeiproke Polaren 
in Beziehung auf eine Fläche zweiten Grades dureh diese beiden Geraden em 
sprechen, alle durch deren Schnittpunkt gehen, das Hyperboloid 4, wird 
also ein Kegel mit der Spitze in diesem Sehnittpunkte. Hieraus folgt: Di 
3.4 Schnittpunkte der Geradenpaare, in welchen Ebenen durch a, b und « 
die FÜ noch schneiden, sind die 12 singulären Punkte der Brennfläche F'. 

Bezeichnen wir diese Punkte wie oben mit (4a), (4b) und (te), so 
ist klar, dass jede Verbindungslinie eines Punktes a mit einem Punkte b 
die F’ in einem Punkte c schneidet. Denn sind a, a, die beiden Geraden 
der F? dureh a und b,, b, diejenigen durch b, so muss a, eine der beiden 
(seraden 5b, oder b, schneiden, weil sie 5 nieht schneiden darf: sei b, diese 
(rerade, so muss also a, die b, schneiden. Dann schneiden ottenbar die 
;benen [a,, b,], [a, b,] die F* noch in zwei Geraden e,, ©. welehe mit e 


in derselben Ebene liegen, so dass in der That in der Geraden ab deı 
Schnittpunkt c von e, und e, liegt. Hieraus folgt also, dass die drei Tetraedeı 
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(4a), (4b), (46) ein desmisches System bilden, dass also die Brennfläche F' 


eine desmische Fläche vierter Ordnung ist. 


Wir können leicht finden, in welchen Punkten die F* die Fläche 


dritter Ordnung schneidet. Von den Spitzen der vier Kegel, welche ein 
Flächenbüschel zweiten Grades i. A. besitzt, fallen für das Büschel dureh 
%k, und %k, offenbar zwei in die Schnittpunkte von k, und %,. Fallen diese 
nun in einen Punkt zusammen, so rückt noch eine dritte Kegelspitze in 
diesen Punkt hinein, und es giebt nur einen eigentlichen Kegel im Büschel. 
berührt also die Gerade (5,y) die F’, so fällt in den Berührungspunkt eine 
Spitze der beiden Kegel des Büschels durch %, und k,, dieser Berührungs- 
punkt ist also ein Punkt von F*. Es schneidet also die F* die F’ in den- 
jenigen drei Raumeurven vierter Ordnung von der ersten Species, in welchen 
die ersten Polarflächen der drei Eckpunkte des Dreiseits abe die F’ ausseı 
in a, b, e noch schneiden. Ks geht offenbar die Polarfläche von (a, b) dureh) 
(4a) und (4b), so dass sich vermuthen lässt, dass sie zu den Hyperboloiden 
H. gehört. Nun wird dieselbe umhüllt durch die Polarebenen x von (a,b 
für alle Flächen zweiten Grades durch die %, und %. Denn eine solele 
schneidet @ in der Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden von 
(a,b) an 4, gehenden 'Tangenten; da nun a in der Polarfläche liegt, so hat 
diese Gerade mit derselben drei Punkte gemein, ist also in ihr enthalten. 
Nun geht aber andererseits die Polarebene von (a, b) für die Flächen zwei- 
ten Grades durch %, und A, auch durch den (e, 9) entsprechenden Strahl s. 
welcher selbst entstand als Schnitt der Polarebenen zn, und z, der Punkiv 
(y,,0,P) und (y,«@,/?) für die Flächen durch %,, k, und k, resp. k,. Die 
Ebenen sind aber auch auf die Ebenen 7, projectiv bezogen; denn beschreibi 
der Strahl (e,/P) ein Strahlenbüschel in « oder %, so beschreibt a ein dazu 
projeetives um die Polare von (a, b) für %, oder k,. Da folglich das Strahlen- 
system I, auch erzeugt wird durch die Tangentialebenen der Polarfläche 
von (a,b) mit denen von H,, so ist diese Polarfläche ein Hyperboloid H. 

Hieraus geht hervor, dass a, b, e den Strahlensystemen &,, &,., I 
resp. angehören. Ihre Berührungspunkte mit F* sind offenbar die Punkte 
(1, 6; m, ma; 1, 1, in denen sie von den Kegelschnitten %,, k,; k,. h.: 


da 2 


k,, k. berührt werden. Diese sechs Punkte sind nun, wie schon Steiner 
bemerkte, die Eeken eines vollständigen Vierseits. In der That, die Fläche 
zweiten Grades durch %, und %,, und einen dritten Punkt der Geraden {,m, muss 
die Ebene abe längs dieser Geraden berühren, ist also ein Kegel, welcher 
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F’ noch in einem der Kegelschnitte %, oder %, schneiden muss. Ist 4 
dieser Kegelschnitt, so geht also I,m, noch dureh n.. In dieser Weise er- 
halten wir vier Kegel, welche gehen: 1. durch k,, A,, k,. 2. durch % 

h,. k., 3. durch &,, %,, %., und 4. durch %,, k,, k,. Da nun die ersten 
heiden Kegel ausser in %, sich noch in einem zweiten Kegelschnitte schnei- 
len, so haben sie zwei gemeinsame Taangentialebenen, deren eine abe ist. 
Die zweite berührt also die Kegelschnitte A,., %,, k., %,, k., folelich ist 
sie auch Tangentialebene des dritten und vierten Kegels, d. h. die Spitzen 
dieser vier Kegel liegen in einer Geraden. Hiermit haben wir nach Ilerrn 


N 


(remona *) den schon von Steiner ausgesprochenen Satz bewiesen, dass der 
Schnitteurve der F’ mit der Ebene abe ein vollständiges Fünfseit eingeschrie- 
ben ist. Daraus folgt nach einem Satze von Herrn Läroth **), dass sieh ihr 
einfach unendlich viel solehe Fünfseite einschreiben lassen, deren Seiten 
insgesammt einen Kegelschnitt umhüllen. Diese 'Thatsache findet nun ihre 
einfache Erklärung darin, dass diese Schnitleurve der Ebene abe mit F' auf 
der Hesseschen Fläche der Fläche dritter Ordnung F’ liegt. Ist nämlich p die 
in abe liegende Spitze eines Kegels durch %,, k,, k,, so schneiden diese 
Kegelschnitte sich zu je zweien in zwei Punkten, welehe Berührungspunkte 
von aus p gehenden 'Tlangenten der F’ sind, in Punkten also, welche auf 
der ersten Polarfläche von p liegen. Da aber diese Polarfläche auch durch 
die Eeken des Dreiseits abe geht, so liegen die Geraden (Py). (ya), (0? 
auf ihr, sie ist folglich eine Kegelfläche, p also ein Punkt der Hesseschen 
Fläche. Dies Resultat ist wichtig, weil, wie wir im nächsten Paragraphen 
zeigen werden, die Ebene abe in Bezug auf F' ganz willkürlich ist. 


$ 3. 

Es sei also eine desmische Fläche vierter Ordnung F* mit den 3.4 
singulären Punkten (4a), (4b), (4c) gegeben, welche Brennfläche der drei 
Strahlensysteme &,, 3,, 3, ist. Ist dann & eine beliebige Ebene und « 
ein Strahl von 3, in derselben, so legen wir dureh a die beiden Ivper- 
boloide H, und H,, deren mit a zur selben Erzeugung gehörige Geraden 
also 3, angehören. Die beiden Hyperboloide 4, und A, haben dann mit : 
noch je einen Strahl e und 5b von 8, resp. I, gemein, dureh welche ein 


*) Cremona, 1. ce. $ 257. 


“*) Lüroth, einige Eigensch. einer gew. Gattung von Curven 4. Ordnung, Math. 
Ann. Bd. I, p. 37. 
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IHyperboloid H, gehen muss. Das Hyperboloid 4, durch 5 etwa muss nän- 
lieh mit A, einen Strahl von &, gemein haben, welcher a und 5 schneidet. 
Kr ist daher entweder der in der Ebene & liegende Strahl e von H, oder 
ein durch den Punkt (a,b) gehender Strahl. Im letzteren Falle hätte aber 
die Raumeurve dritter Ordnung, in welcher sich 4, und H, ausser in a noch 
schneiden, mit der diese Curve doch nur einmal treffenden Geraden b sowohl 
den Punkt (b, ce) als den Punkt (a,b) gemein, b müsste also den beiden 
Systemen I, und &, gemeinschaftlich sein, was offenbar bei beliebiger An- 
nahme der Ebene & nieht der Fall ist. 

Wir haben also die drei Hyperboloide H,, H,, H,, welehe resp. dure) 
b und e, e und a, a und b gehen. Sind ferner I, und L, m, und mu. ı 
und 1, die Brennpunkte von resp. a, b, ce, so haben jetzt die beiden Hyper- 
boloide H, und H, die sechs Punkte (4a), L,, l, von F* gemeinsam, ebenso 
MH. und H, die sechs Punkte (4b), m,, m, endlich H, und H, die sechs 
Punkte (Ace), 1, 1m. >ind also a’, b*, c* die drei Raumeurven vierter Ord- 
nung von der ersten Species, längs welchen H4,, H,, H, die F* berühren. 
so haben 5b* und ce, € und a*, a* und b* diese 3.6 Punkte in derselben 
Reihenfolge gemeinsam. Daraus ergiebt sich, dass man durch diese drei 
Raumeurven eine Fläche dritter Ordnung F’ legen kann. Durch die beiden 
Uurven 5b" und e* geht nämlich zunächst ein Büschel von Flächen dritter 
Ordnung, welche noch a enthalten. Denn da 5’ und c* sechs Punkte ox 
mein haben, so kann man sowohl auf b* als auf c* noch je sechs willkü 
liche Punkte zur Bestimmung einer F’ wählen. Eine Fläche dritter Or 
nung durch diese achtzehn Punkte hat dann mit b* und c* je zwölf Punkt 
eemein, von denen je sechs noch ganz willkürlich sind, so dass diese Fläch 
dritter Ordnung 5b* und e* ganz enthalten muss. Da nun H, und H. in 
und [, die Tangentialebenen gemeinsam haben, weil sie dort beide F* be- 


Ä 


rühren, so sind diese Tangentialebenen auch solche von F? in I, und L. 
und daher ist a, welches in ihnen liegt, als Doppeltangente von F’ ganz 
in F” enthalten. Dieser Schluss würde offenbar nur dann eine Ausnahme 
erleiden. wenn etwa 5b* und e* in [, oder [, einander berühren würden. Dann 
hätten aber b* und e* sieben Punkte gemeinsam, sie müssten also noch einen 
achten Punkt gemeinsam haben, d.h. 5* und c* würden derselben Schaaı 
von Kaumeurven vierter Ordnung auf F’ angehören, was nicht möglich. 
Da nunmehr alle Flächen vierter Ordnung durch a, b* und e* mit « 


die zwölf Punkte (4b), (4), nt, Mb, 1, n, gemein haben, so wird diejenig 
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17 
Fläche dritter Ordnung F? unter ihnen. welehe noeh dureh einen weiteren 


Punkt von a* geht, auch a* und in Folge dessen auch b und e enthalten. 


Diese Fläche F’ ist die oeesuchte. Zunächst nämlich können wir leicht 


ihre 24 übrigen Geraden finden. Es sind ja (4a), (4b), (de) resp. die Spitzen 


+ + E 


der durch a’, b’, € resp. gehenden Kegel zweiten Grades, weil F’ eine 


De) 


lesmische Fläche vierter Ordnung ist. Sehmneidet nun der etwa 


vchende Kegel durch «a* die Gerade a in den beiden Punkten q und | 


sind ag und ah in F” enthalten; denn sie haben mit F° ausseı 


N tuma (I ]) 
| 


h noch je die zwei Schnittpunkte mit «’ gemein. So liefert also ji 


zwölf singulären Punkte von F* zwei gerade Linien von F’, und nunmelı 
ist klar. dass F* der Ort der Spitzen der Kegel zweiten Grades ist, welche 


durch je drei Kegelschnitte %,, %,, k. von F’ zehen, die mit resp. a, b, 


in einer Ebene liegen. Diese letzte Fläche hat nämlich mit F tens die 
sechzehn geraden Linien, die Verbindungslinien je dreier singulären Punkt: 
welche ja beiden Flächen gemeinsam sind, gemeinschaftlich. Nun ist wi 


die Polarfläche von (b,e) für F’ dadurch volikommen bestimmt, dass sie 
dureh (4b), (de) und die Geraden 5 und e gehen muss, dieselbe ist also 
mit dem Ilyperboloid 4, identisch. Dieses aber schneidet F’ noch in d« 
Curve a’, durch welche der Ort der Kegelspitzen auch hindurehgehen muss. 


Hiermit ist also die Identität beider Flächen bewiesen. 


Von den Punkten (,, L, m,, m, ı1,, 11, wissen wir jetzt folglich. dass 
sie die Eeken eines vollständigen Vierseits sind, dessen Seiten die F* zum 
vierten Male in vier auf derselben Geraden liegenden Punkten schneiden 
Da nun in der Ebene & sechs Strahlen jedes der drei Systeme I. I, 2 


lieven, so können wir der F* sechs solche vollständige Finfseite einschreib 
Wir erhalten also das Resultat, dass die desmische Fläche vierter Ordnung 
von jeder Ebene in einer Curve vierter Ordnung geschnitten wird, welchen 
rollständige Fünfseite eingeschrieben werden können. 

Da jedes dieser sechs vollständigen Fünfseite eine ganze >Schaai 
soleher nach sich zieht, so entsteht die Frage, ob diese sechs Schaaren hie: 
wirklich verschieden sind. Es ist mir leider nieht gelungen, Aufschlus 
hierüber zu gewinnen. 


Leipzig, im Februar 1883. 


Journal tür Mathematik Bd. NUV. Heft: In 
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Zur Transformationstheorie der elliptischen 
Funetionen. 
Abhandlung 3. 


Verel. dieses Journal, Bd. ST. S. 199--216 und Bd. SS. S. 205—?12.) 


(Von Herrn L. Kiepert in Hannover.) 


\ 


De 1. r . . . rg » 
Kin Vortheil, den die von mir angegebene Methode zur Transformation 


der elliptischen Funetionen bietet, besteht darin, dass die Entwickelung v. 


(6241)? _o 
BDA w zz Zei \ ; 
Ir " (1-h”) = | 3 (-1h " 
| \ l () } Br u) 1l=—X ’ z 
e | 
| zT / 2 4 Wi 114 12%4 30 4, 15 
_ "Ih —hk+hl+h"—h"—h"+h"+h"—: 


(DD 


Modulargleiehungen die Entwickelung von 


“7 ] x Ih" \ 
en IR )] ( Ü 
) AH = } [Ki ] Zu Kt 4 h ' J 





Vz h | 1—h- 2h’— >h’ 4h’—6h’ i N 12h’ 


und von @', ®@, ... eintritt. (Vgl. Sokncke, dieses Journal, Bd. 16, S. 11 


. 


Daduw h wird in den numerischen echnungen eine wesentliche Verei 


+ 


7 . ) 1 0 4 »/’» E * “ * T 
tachung erzielt, denn die Coefhleienten in der Entwiekelune von MIA-—h 


sind sehon desshalb leiehter aufzufinden. weil sie kleiner sind als in 
von #@”, Ebenso kann man auch bei dieser Entwiekelung das Gesetz leicht 


+ 


anceben, dem die Coeffieienten unterworfen sind. so dass ihre Bilduw 
einzeln möglich wird, unabhängige von allen übrieen Coeffieienten in d 
Entwickelung von //A1—h”)', und unabhängige von den Coeffieienten ni 
drigerer Potenzen von I(A—h”). 

Dieses Gesetz soll in der vorliegenden Abhandlung aufgefunden uı 


zur Ausführung der Transformation 25ten Grades benutzt werden. 





Auch weitere Relationen, die hier aber nur angedeutet werden solle: 


finden zwisehen diesen (oeiheienten statt. 





und von S”, #°°, ,.. nach Potenzen von Ah erforderlieh ist. wo bei deı 
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81. 


T. 
Entwickelung von /7(1—h’”)" nach Potenzen von 
y—i 


Setzt man 


.— 
P4 


J. z m n 1 x / j s Äj 2 . 
3. mn (1—h’)" = H,a)—H,(n)hl+H,(n)W—H,(n)h’+--- > L’ÄA,(n)h'*, 
’ l 
so erkennt man zunächst ohne Weiteres, dass H,(n) eine ganze Funetion 
zten Grades von » sein muss. Es ist nämlich. wenn man 
n(n—I)(n—?2)...(n—x +1 


‘ 


EB 


un‘ fm " | 
in der hergebrachten Weise mit (%) oder kürzer mit », bezeichnet. », eine 


oanze Funetion zen Grades von rn, und man erhält 

ARE = I—n,h’ +mh’—n;h" ++ +(—1)*n,h”- 
1-k = Inh’ +nh’—n;h 

(ae — I1—-nh”-+---. 

Multiplieirt man diese Gleichungen mit einander, so wird der Coetfieient 
von 4 auf der rechten Seite genau (—-1)H,(»), denn in I1-h haben 


die Faetoren (1—h*")", (1-4, ... keinen Einfluss mehr auf den Coef- 
fieienten von »”. Aus dieser Bildung folgt also unmittelbar, dass H,(n 
eine ganze Function z'e® Grades von » ist. Desshalb kann man H,(n) auf 
die Form 


D. H,(n) = a,n’+a,n’""+a,n’ +4,_ınta, 


bringen, wobei @, 4, @, ... rationale Functionen von 2 sind. Diese Dar- 
stellung von H,(r) ist aber noch nieht die zweekmässigste. Jede zanze 


Funetion zten Grades lässt sich nämlieh auch als lineare Funetion von 


2-1 gegebenen Funetionen z'U Grades ausdrücken, wenn diese von ein- 


C. 





ander linear unabhängig sind. Der Fall, wo diese gegebenen Funetionen 


vw x 


wie in Gleichung (9. 


z 4 ] 4 - 


a rn A We 
sind, ist nur ein specieller, und es wird sehr häufig von Nutzen sein, andere 
Funetionen, z. B. die Binomial-Coeffieienten 

a 


an ihre Stelle zu setzen. In dem vorliegenden Falle liegt es besonders 


In se 
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nahe, die Binomial-Coeffieienten zu verwenden, da sie schon bei der Bildung 
von H,(n) auftreten. Man setze daher 


6.) H,n) = A,0n,+A,1n,_1+A,.n, +" +A,, m A, N. 
Wie vortheilhaft diese Verwendung der Binomial-Coefficienten ist, ersieht 
man schon daraus, dass man die unbestimmten Coeffiecienten A,, fast ohne 
hechnung auffinden kann, wenn man den Werth von H,(n) für» = 0, 1,2,...z 
kennt. Es wird nämlich 


H,O A 
\ 


/%? 
\ H,1) =— a; e- ER 
u \ FEIN c 
A. IH, (2, -. A... BA, rt Ä,.n 
} € , : 
H, 5) os "Pe ET 3. En Di u aA, ıt A,. 


Dabei folgt aus diesen Gleiehungen (7.), dass die Coeffieienten A 


u 7 ee 
A,,_., ;.. sämmtlich ganze Zahlen bedeuten, wenn H,(0), H,(A), H,(2). 


ganze Zahlen sind, eine Bedingung, die hier wirklich erfüllt ist. 


Man kann aber die Bildung der Grössen HA,(a») auch dadurch aus- 
führen, dass man die Riehtigkeit der Gleichung (6.) jedesmal durch den 


Schluss von » auf a+1 prüft. Es ist nämlich 


- y\n- ? I 210 | 24 3) ı 252 ur ER 
nAi—-h = (l-W—hK+h"+h"—h"—h"+h" +.) TA—h"), 
| vi 
oder 
\ Br; ie ra dh Kuauie L. n n 
S. > (-1V’H,(n+l)h” = & 7 (-Drht"tV) 3(-1Y HN“, 
„—U) u=m—n 1.1) 
AiISO 


9. H,n-+1) = H,(n)-+ H,_,(n)-- H,_.(n) — H,_,(n) 
— H,_-(n)—H, »(a)+H, ss @W)+H,_2W)+--, 


oder 


ul3u—!l) 


J , H, » Hl, m. =(—1) H u(3u-+1) (n), (u=V, +1, +2, +3 
\ u / 


wobei die 4 mit negativem Index gleich Null zu setzen sind. Wende:t 
man nun die bekannte Relation 


10.) n+1), = n,+n,_, 
an, 0 wird 
H,(n--1 A,, a+1),+A,ı(R +1), +4, R@ +1), o+A,(n+D,; 
+A@a+D. +4, HD. 
0A Are re 


-A,,n,_ +4,10, +A,.,0,.,+4,,n,_,+A,.ın Les. 


5 | 





Did 





ode 


Wo 


Nu 
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Dieser Ausdruck muss aber nach Gleichung (9.) oder (9". 


A,uN, + A 


N, 7 Ay: N. A,s N, zn A,: N, „FA 


X 

+ A, 1,0M8, + A, ıı9,_2+A, ı?N,_3 I A, | HM, 5: A, 
—A.ı N, „—A,_ 77 —A,_ N,_; -A, 

a “ 


Dies giebt die Gleichungen 


11.) 


oder 


wobei u = =1. + 2 75, 


Null zu setzen sind. 








Durch Anwendung dieser Formel (12.) findet man 
Av = + =1, 
A, = -(&—]), 
A, +(2—2 
| A, = —-(@-3 
A, = +2 -Y,-(2—4 
l.;s = -(2-5),+2(2—-5 
Il. = +(&-6)%-3(2-6),— (2 —6 
A,; = - z— (), +42 — 17),+2(2—7 
A,s = +(2-8)-5(2-8),—3(2—8 —8 
A, = -(2-N+6(2—-9,+4(2—9 (2-9 
A,w: 2 — 10)0— 1(2—- 10),—5(2— 10),+6(2— 10), 
A, =—-(2-11)1+8%@-11),+6(2- 11), —10(2—11 
+0. —-11),—- (2-11). 
A,n = +(&- 12). —-9(2— 12), 7 (2x — 12),+15(2— 12 
— (2z—12),+3(2x—12 





.. und die Ausdrücke mit negativen 
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iibereinstimmen mit 


lt 
‚N, 
„ 
N, 
INÜEeX oleich 
# 1) 
d i 
1 
-1] 
{ 1») 











I 





Grössen A 


ist nämlich 





14.) 


| 


folglich wird 
T. ) > 
I (1—-h”) 
) l y ä 
oder 


- J. w 
15) 3(-D4 


| A | 


A,» = -(2-13)3+ 10 (2— 13) u+8@-13%- 212 —13);-20 2 —1: 
+4(2—-15),-6(2—13);. 

A, =+@-14u4-1 
— 10(2— 14), +10 %& — 14),-3(2—-14),+0.(2—14),+(2— 14). 

A,» = -(2-15)15+12(2—-15),+10 2-15) u—-36 (2-15), —42(z—15). 


A, = -(@-1N)+14@-17),+12@- 19). 55(2-17)1—72 
+56 (@-17%-28@—-17)+60 17-52 -17),+20 
+0.(2-17),+2(-17),, 

A, = +@-18),—15(@-18),,—13(@&—18)5+66@—18),4+90(2—18 
84(2—18),+36 2-18), —105(&—18)-+15(2— 18) 
—45(2-18),+4(2— 18), - 1 (2-18), —2(2—19).. 

A, =— — (2-19),0+16(2 uns 19)ı6+ 14(2—19),—- 182 —1 Y)ı3 
— 35(2—19)-+84(2—-19),—20 z—19),+16(2—19),+3(2—19),. 
+152(2-20) 


7/12 


‚, anzugeben, die ebenso einfach ist wie die Formel (12.). 


1-1") 


(13h? 


n-+ 3) 
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) 
e) 


(2 —-19)1— 9(&—-18)+28(2—-14),+30(2—14 


+20(2—-15),—-15(2-15),+12(2—15),4+0.(&—-15);+0.(2—- 15), 


A, = +(@-16)0—13(2- 16), —11(&—16),,+45(2— 16) ,,+56(&— 16), 


zu 


— 35 (2—-16)-+21(2—16)— 30 (2-16),+ (2-16), 6(2—16),. 


+912—-20),, 


1 
— 165 (2 —20)1+99(2—20)0—-252 (2 —20 


# ; »: Miaae “UN 


+70 (2 -20),— 140 (2—20)-+60.(2-20)1,—31(2—20),+6(2- 20). 
+0.(2—20),—2(2—20),, 


Bei Anwendung dieser Formeln (12.) oder (13.) können sehr leicht Rechen- 
fehler gemacht werden, desshalb seheint es nieht überflüssig, zur Controle 
der Rechnungen noch eine zweite Reeursionsformel für die Bildung deı 
Es 


— 1-3h+5W— Th" +9h"’ —11N" + .-- 


— (1) 2Qu+1)heetn, 


+5h’—Th" +9" —11h"-+---) 1 (1—h’")" 
v1 


J “ 


c \/ "I ' ) 7 JS. . 2 i 
< (4 H, N )h’ 5 (—1)" (Zu +1)net+D, 
| ul) 


/. 


Di 


ode 


‚Jet 


III 
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)ies glebt 


H,(n-+5) H,n)+5H,_,a)—5H,_,(n 


4 rn 
oder 
yıl 14 
16. H ,(n-+53 > (—] 2u—-1)H 
P4 
Jetzt wird aber nach der Formel (»+1l),=n»,+n, 
n+5), = (n+2);+(n-+2);_, n-+ 1 2(n-+] 
— Nn;+ on; IN, „+ n 
also 
‘) ‘) 
II, to =- 1, iz A, H ) A, HH 
= A,,n, + 3A,,+A,.)R, 3A, 
> ‘) 
1, A,,+3A 1.3) 


..] Ms RREER N. 
UDEFEINSTIMIMMEN 


1.004 (Auı+ 34,0) 14 (Aust 3A, )9.+ (Aus 


ee 


art An = 34, ’ 
ur 
Pd Ten 2u +] 
1e Summirung ist Immmer soweit fortzus | bis 
ndem die Grössen ı neeativen Indices Null 
Au diesen ethoden & ht sieh O | 
H,(n | 
HH n } 
H, (u M—Nı. 
H, (n) = m,—2n., 
H, (n N; —-ON,;TR:, 
h n / 87 37 (),n ’ 
H,(n 7 n.+ 62, —m,—2n 
H-(n ? N 10% N In.+ 2 
ER N in 19% 10 2 ’n 
fl 7 N Zi in , N ) K DNA 








IL 


‚ se. 


1 
we. 
| 
2 
ii l 
I 
Lil 
1 
I ı 
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H,,(n) = 


- N,,— 14n,, - (8n3—220n,; 
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N — YNo-+- 280:— 3Dn--+ 9n,+19n,— 160,4 On; -+ n;, 


bi 


I 


2, — 1Vn.u+ 362 — D6ns + 280-4 24n,— 3dn,+16%,-+-0.n;. 
2. —112,,+45n2,0-- 84n.+ 620,4 21n-— 690,4 40n,—- 6n,— 3n 
+ 2m —n,. 

5) 


23 — 120.34 559n,—1202,,+ 117004 0.0 —-1052;+ 90ns— 25m 


— 8n,+ 0n,— 2n,. 


u m 


u Hy - lan; t 062, — 16.n,,- 200,0 -Hino— 148n; | 1S1n-—75n 


— 102-4 18n,— In3-+ 3n,. 


+319n,,—-162n0— 17 (n.+ 328n, 


— 15Un-+ 60,4 49n,— 285n,+ 8n,-HO0.m;+n,, 


N — 1901, + 91n,,— 2860%,,+ 48322 — 3920, ,— 16502. + 5940, 


— 419n,+ 7Tn-+ 90n,— 7Dn,+ 26n,— 6n,-+2n.. 


9, — 162,5 + 1V5n,,— 564n,,+ (020,3 — 66 Un, — Iin,, + S10n, 


-851n0+ 280n,+ 1402-— 180n,+ 80n,— 20n, +0 .n,. 


) 


2, — Lin; +120n- 455n,,+987n,.,—1131n,,+252n2.-+1100% 


— 155 0n,0+ (DIno+ 140: — 583n-+ 2200: — 60n,+ 2n,. 

2,0— 182,4 136%,-— 960n.,+1390n,,—1820n,,+ 845n,; 

+1320n 5 — 29892.1+1750n,,— 54m, — 128n:+ 546n--—- 1850 
19n-+12n, — 6n;,-+ 2n,. 

n,,— 192,0 +193n,.— 680n,-+1804n.,— 27 93n,,+1S9"n,, 

+1300n,,— 40592 »+3542n,,— (492, ,—-1197n.+1232n. 


> 


-D11n-+ 660,4 49n,— 23n,4+ 6m, — 2n,, 


‘ \ N - ar: ya‘) . ) 12), 
= 0, — 202 t+ 171m. — 816n,s+ 25692,;--41282,5+ 3625n,: 


— 4 


(D4n s—9928n,,+66442,,—2519n,,— 16502. +255Dma 
—1336n.+ 292n-+110n.— 89n.+32n,— 13n;, 
2.2 — 21941900 — 9697 10+-3042n,.—99162,,+ 6512, 


— 16Dn,.— SO0Sn,,+11585n 3— 65362 ,—1530n,,+ 4759n, 


3204n.+ S4S8n,+ 205n-— 264n,+1190n,— 36n,+ 30, —2n,-+n.. 


= 23 — 220-4 2102, —11402.,+ 389700 — 82622,+10319n;- 


3920n,,— 9840n2,,+18928n ,—15715n,3+ 240n + 80891, 


— 70 7On,t+ 2592 0n.+ 224ns— 6932-4 360n,—115n,+ 280, —bn 
1 2n,, 


> 


— N4—- 23ns+ 25310.» —1550n,,+48252 0 —11286%,0+16098n,: 


3696n,,— 1VD50n,5+ 29120 ,,— 268452,,+9915n,; 
122552. — 144102, +6 002 — 24620 —1582n,+10249n- 


365dn,.-+ On; — bn, + 9m; — N). 


Vi 


‚ol 





(le 


1] 











hiepert, zur 


Pu » } ’ A 
Vransformationstheorie der ellintischen Funrecti: HEN. 





H,,(n) = n.,— 24n,+ 2532, — 1540n.,--5064n.,— 15124 2 
- 1927 8n,«— 8934 ,-+ 42208 ISbH/n,.+10460% 
15834n,3—- 27192n,,+16170n,,—2450n.,—3150n 
1092n-+ 264n,— 21n,+4n,. 
Wendet man diese Formeln für speeielle Werthe von » auf die De 


‚on H,(n) an, so tritt noch eine Reduetion dureh die Relation 


N, n, 


/ 


. + 


ein: ausserdem ist die (srössen n,. m, 


Pr 


es auch nieht nöthie. 


bilden und mit den betreffenden ('oethelenten ZU multiplieiren. 


Se) 1 


vereinigt zunächst durch die Formel 


et 
»; - 7 
/ 
. ni a a ' u a RER, 
das erste (lied mit dem ZWwelfen. sodann duren dıe "orme] 
7 A+2 
re) ._ - r - /t 
/l 1 


die Summe der beiden ersten Glieder mit dem dritten. u. s. w 


Führt man noch die Funetionen 
Gu;lr) = hun; — (A—1),n;_ .—2),n,_o- .— 9 ,,H 
4; tt 4, Mt, nn / — 7 ) / 7 „ ı f} ) / 
= N, n—| 
19, Sy ;\ N lol; — 9 .—1)," +-bI42—%),n — 1003 ) / 
N, 2 
G,;\N r,N,—\ #74 | »—] „u, L{(z+2 h—=2 N 
4 3 i—-53 \ lt H ‘7 N—/7 


in, so kann man für H,(») einen allgemeinen Ausdruck 
ss wird nämlich 


vanz 


I, 4 4 un nn 4 8 d — 4 * ( (] 
In 395,.-14)+ 29, . --3g ir 2 
\ ! ( — 29; 2 43 n 37 4q,., ® — 5 Sg 24 Dr 
20.) 
Jr ” u7, x 4 a7? +q; a7, 
Pr 04 N 4q, u 0; rt 9; — 109 
J 49, , -120,._ 
Journal für Mathematik Bd. NUV, Het ar 
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wobei wieder alle Grössen mit negativen Indices gleich Null zu setzen 
sind. Die Richtigkeit der Formel (20) beweist man wieder dureh den 
Schluss von » auf »-+-1, indem man die Relationen 


fs N f TEEN ed PN N E 
21) 9,(a+l) = g,.(@n)+ge-1(R) +9 -1-1(R) —92.-2(M) 
berücksichtigt. 
Wesentlich ist es, dass die gegebenen Formeln ebenso für alle 


negativen ganzzahligen Werthe von » gelten wie für positive; ja, sie bleiben 
sogar noeh richtig für gebrochene Werthe von n. 


N 2. 


Definition der Z-Gleichung. Andere Relationen zwischen den Grössen , (n). 

Um noch andere Relationen zwischen den Grössen H,(») herzuleiten 
und um Anwendungen der gegebenen Formeln zu machen, möge zunächst 
eine (auch für spätere Zwecke nothwendige) Umformung der Gleichungen 
vorgenommen werden, welche in Abhandlung 1. zur Transformation der 
elliptischen Funetionen dienten. 

Ist » eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl, so wurde damals 
S. 202) eine Funetion 

no(n?®—1) 


A _ - 2 y 4a a—1 
(22.) De Dr. o( - \o( u )..0l- it gi 
—;. IN , 


n n i 
definivt, deren Quadrat einer leicht zu bildenden Gleichung (» +1)ten Grades 
genügt. Dabei sind die Coeffieienten ganze, ganzzahlige Funetionen von 
9 und g;, dividirt durch eine Potenz von 
23.) I9= g-2ig; 


Die übrigen Wurzeln dieser Gleiehung sind 


SEE u, — 
(24.) r — PP | _ 0 für  } ide o*( u = ©), 
\ fi € \ n ) \ n ) n 
wobei 
(25.) OÖ = vw -+24drw 


ist und r alle Werthe von O0 bis 2—1 annimmt. 
Man kann aber für die Grössen f und f, noch eine andere Bedeutung 
angeben. Sind nämlich D und D, die Grössen, in welche 47 bei Ver- 


2 N 1 . . 
E 2w oder mit Zw, : 
[ 


7) 


tauschung der primitiven Perioden 2», 2 mit 


übergeht, so wird 








W 
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IV 
. 
Na 


(26. | , Lei’ 
2) (=, 1 | 
s wird nun, namentlich für die folgenden Abhandlungen, einfacher sein. 
statt der Grössen f, fi, 9. 9 (ie Grössen 


27.) L 3er, Li (I =4*(, =, 9= 


FT. 
einzuführen*). Dadurch geht die früher aufgestellte Gleiehung für f' dureh 
Multiplication mit 7" über in eine Gleichung für L', deren Üoetfieienten 
vanze, ganzzahlige Funetionen von Y, und 7, sind, und die fortan der Kürze 
wegen L-Gleichung genannt werden soll. 

Aus den Gleichungen (27.) folgt nun 


nn 


je _ RAR) 


h= TIi —h 


ln 1) 
FT fr 2 X x f ” 
= n'h " 3(—1)H,(e)h”” 3 (—1)“H, (-o)h 
8, v.. 
—, rn 1) t 2 
ii? er Ha Er) 


h': It —h”)e 
an 1) aln—]1) 


T. 


m , , ‚ 3 
ii eh “ (1 H,la)h" er B(—1)‘H e)h 


wobei e=e” ist. Diese Entwiekelungen werden benutzt zur Bildung dei 





I,-Gleiehungen. Für »=5 ist z.B. 
L>4 12 —-12,,L+ ) (), 
Hierbei ist 


/ + 
ZE — L, En ze L 


J. 


se ’ : j r L. \2 L. | 
oh? 3 (—1)“H,(-2)h"| &(—1/H,(2)h > 1)’ H. Ih | () 
also 
29. > (—-1/H,(2)h + > —1)A,,;.(2)h (), 


a diese Gleichung für alle Werthe von Ah gilt, so tolget daraus für alle 

*) Diese Grösse L wird hoffentlich nieht verweelhselt werden mit 
lung 2. (8. 206) vorübergehend benutzten Function L. Jetzt hat L’ dieselbe Bed: 
wie in jener Abhandlung die Grösse 7 
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Werthe von = 0 re“ A\=+x 
x) u. HHA,(2)=QV, H,,.:(2) = Hası. 2) = Hhsınl2) = 0, 
In RB Weise. findet man aus IL+= 0 (die helationen 

31) 5EC-DPHCHR"+ EN H,uCHh” = 


/ ( 


„Q)=H 


/ 25/4 17 


und 


32.) H..,($+5H,(4)=0, H,,;. 


0„(4) = H,;; 


ee = 0 


Dagegen wird 


ES] = 8 (—1)"H,-6)h°| 125% 


E(-1HHR"-5FE(-1H,,.(6)0” | 
= 9[—H,(6)+|25+14,(6)+ H,(— 6)H, (6)| 4° 

—/H,(6)+ H,(—6)(25 Ö)+H,-6)H 6) + 
und daraus folgt 


=ZL’ = -5H,(6) = - 30, 
25+H, (6 H,(—6)H, (6 
88. H,,(6) = —H,(- 6)(25+ H,(6))—H,C-6)H, (6), 
R6) = -H,(—6) HH, (6) H,(—6)(25+1,(6))— H,(— 6) H, (6). 





Indem man in dieser Weise fortfährt, findet man aus der L-Gleichung für » =) 
eine zweifach unendliche Anzahl von Relationen ee den Grössen H,(n 
Übenso kann man auch die Z-Gleiehungen für »=7, 11, 13, 17. 


19, ... zur Herleitung neuer Relationen benutzen. 


S 23. 
Anwendung auf die Transformation 23ten Grades. 
Die Modulargleichung für » = 23 ist bis jetzt noch nicht in rationaler 
Form hergestellt worden; nur Herr Schröter hat in seiner interessanten 
Dissertation (De aequationibus modularibus. Königsberg 1854) diese Modular- 


oleichung in irrationaler Form angegeben, wie folgt: 


| Hk I -ı ). > i m : pe ; ’ 
" | 55 Th VA+-YI—h) +1) + A—yI—h) (- y1—2) |(yk —yi 
\ , | hi - ). a. = | r 
+ 5 ag N ka VI Hk Hl) I4+ 2 +NDHH(YIHk-NAgAI+R 1) (yk -+1/ 
I, Ai 


hd, VA+yYI—k)A+yI—A)+V( — ik) d—y1— .)1(yA, —1 


| 
u 
- 
0v 


Ya WO ER HIFI) AHV AVIER Ay +R NH 


—— 
ww 
iv 





Die 1 
Herle 
deuteı 


Reehı 





Darau 


Sehli 
Ce, 6 
Selbs 
von J 


sebeı 


Die 
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Die in dem Vorhergehenden entwiekelten Formeln machen jetzt aber die 
Herleitung der L-Gleichung für »=23 auch in rationaler Form ohne be- 
leutende Schwierigkeit möglich. 

Zunächst findet man nach den Angaben von Abhandlune 1. ohne 
keehnung für diese L-Gleichung die Form 


[+ 233 [24 oo, P+ a D’+ a} D4+ og py D'+(ay + cl. 


+ 63%: L u % CyY > L RR Fr ] C ıY2 73 a I C»Y: Ca I, I Ü N) ) I, 


IN ( - ‘> / 1142/53 / 724 
Io). ) f 
/ u. ä ij i Er S | .4 u a: E 61 rn + 
| 1 LU 15/2 Cu7 2)J I. I € KFrEFEN Cs, J L I ( 1Y ( / / 
’ 4 r ) a 
-! Ce Ars Va C»YY3) L en I, - (), 


in 


Aus den Gleichungen (28.) ergiebt sich alsdann 








“a ll 
) } % X “ k 4 ] . / (4 
Le = 23° ° E(NH,(o RE (1 H,C-o)h“, 
36. gi e 
ll« / 
N > 4 \ \ 7. \ 
dm aeg zile ge h 1538 B: - 3 / 1, v Ih £ 4 '- / | } IH n 7 
AU 
oder 
L = 23°h° [11-H,le)h®+H,o)h” + ]1-H(-eo)W+lH,(-e)h 
36°.) | ü ü 
Il 2 + 
Le = der STH lo) MdEr + Hl)’ er +] U-e)| 


Daraus folet 


SL =Q, Eh () 

Eier —(0. 2L VD, 

si" =0, >21" = —23H ,(12). 
Sl+=0, a — 25H, (16).125 
ZE”a 23H, (18).2167;, =L" = — 23H, (20).12°, 
=L" = +23H, (22).12y,.2167%;, =L"= +25H,,(24), 
Zr =L” = +253H ,(28).12, 


Schliesslieh findet man hieraus die noeh unbekannten Zahl-Coettieienten 
C, ©, &, ... der L-Gleiehung durch Anwendung der Newtonschen Formeln. 


Selbstverständlieh muss man dabei auch die Grössen 7,, 7, nach Potenzen 


von h entwiekeln, und zwar erhält man nach den in Abhandluns 1. »e- 


Dun) 


ebenen Ausdrücken 


\ 12; = N ‘(1-+248h’ +. 


(216, = h'(1-492W +). 


Die letzten Coefficienten der ZL-Gleichung findet man übrigens noch ein- 
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facher, wenn man den Werth von Z} in die Gleichung einsetzt. Wie man 
nämlich aus den Gleichungen (36.) ersieht, beginnt die Entwickelung von 
IF mit 23°A®, ... die Entwickelung von L! mit 23h’ und die von 1 
3 
mit 23%°. Daraus schliesst man, dass bei der Entwickelung aller Glieder 
der L-Gleichung nach Potenzen von A’ Glieder mit A und Ak’ nur in 
wu | a a 92 
(e 1 73T Ca} E66 L ni 25 
auftreten können. Da nun aber die Coeffiecienten von A und A’ einzeln 


oleich Null sein müssen, so erhält man zwei lineare Gleichungen zur Be- 





stimmung von 6, und C.. 

Glieder mit h* und A’ treten nur in der Entwiekelung von 
25 CAYZ + CuY:) I’ + (C, Yıyıt C» YıYy3) L’ 
auf: und da nun die Uoefficienten von h* und A’ einzeln „leich Null sein 
missen, so findet man daraus ce. und e.. 

Dieses Verfahren kann man jetzt beliebig weit fortsetzen, doch wird 
man es zweckmässiger Weise nicht auf die Bereehnung vieler Üoeffieienten 
anwenden, weil man sehr bald auf ausserordentlich grosse Zahlen stösst. 
wenn man die Entwickelung von 12y,, 2167; nach Potenzen von h auf eine 
orössere Anzahl von Gliedern ausdehnt. 

Hierdurch findet man die L-Gleiehung für » = 23, wie folgt: 


L® + 23[6842°— 208.127, 2° + 138.216, 2” + 76. 12° 1° 


a. 
—2.12y,.216y,1"4 3826 738 L*- 2631456. 12y, 2° 
+3 151332.216y, 2°+ 5454584. 12’y 1+ 2732604. 12y..2167, 1 
38. (643 643.127? — 3224219652) L’+ 81332. 12°y2.216y, 2" 


5814.12*y}+ 343305 200.127,) L’+(235.12°y,. 2167, 
— 20169438. 216y;) L’+ (5.12°y3+123292.12°y,)L*] 
2 9+.4 DIE. _AND u; 98, NZ?  98- 
-(12°93.216y,—502.12y,.216y;) U’—-23 = $. 
Die Bildung der Z-Gleichungen für » = 29, 31, 37, ... ist hier absichtlich noch 
nicht ausgeführt, weil man dabei sehr erfolgreich ein Hülfsmittel verwerthen 


kann, von dem in einer der nächsten Abhandlungen die Rede sein wird. 


Hannover. im April 1855. 
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215, 
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Abhandlung 1, dieses Journal, Band 87, 8. 199— 210. 


nw("—1) yoln?—1) 
7. 1 von unten e 1?n statt e 1ıu 


-V 
T. T. 
9 von oben JIAI—h"et) statt IA—hre* 
yjı ) 1 


n -1 nr 
285» Dit fyn statt (-Nef| ln. 
Inu? Inu? 


j 


2. 2 „ untene °® statt e’®, (zweimal), 


ms , a 7 statt (=); 


1 
/’ MIEN? FRRN\ 
7.10 . 4 statt \ 
\w7/ MN) ) 
2.10 „ . e °® statte ? 
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Sur la formation des determinants irreguliers. 


(Par M. Joseph Perott ä Port-Navalo ) 


Moss allons d’abord rappeler deux theor&mes de Gauss, qui von 
servir de base A notre theorie ®). 
Theoreme |. Le nombre des solutions de F equivalence 


NS det. D) 
on p designe un nombre premier, 1 la forme prineipale et x une forme pro- 
prement primilive de determinant D, est egal a 1 ou ü une puissance de p. 
Theoreme Il. Soit 
bei... 
(ou a,b, ec, designent des nombres premiers differents) le nombre des 
classes proprement primiliwves apparlenant au genre prineipal du determinan! 
MD, les equivalences 


7 1 (det.D), 
e" l (det.D), 
ce’ co1 (det.D), 


auront respeclivement a“, b’, cd, solutions, si x designe une forme pro- 


premen! primilive appartenant au genre prineipal du determinant D. 


Tirons quelques eonsequences de ces theoremes de Vimmortel auteur 
des Disquisitiones arithmeticae. 

hemarque I. Il arrive souvent que toutes les racines**) de V’equi- 
valence 


‚& 


z" cv1l (deD) 


”) Werke, t. II p. 266 — 268. 


“®) Nous ne considererons desormais que des formes proprement primitives 
appartenant au genre prineipal. 


satis 
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etant 
cas, ] 
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N 
De 
..® 
-— 
.,. 
ww 


satisfont A une &quivalence d’un degre inferieur A «a*® 


aR—* 


co 1  (det.D). 
On peut ehoisir le nombre 2 de maniere quil y ait des formes appartenant 
ä Vexposant a°”“. Le nombre z qui se trouve ainsi parfaitement (determind, 
sera d’ailleurs inferieur A «. Je dis que si z est different de zero, l’equivalence 
z’co1 (det.D 

admettra au moins a’ racines. En effet, le nombre des solutions de l’&qui- 
valence *) 

"li 56 (det. D 


etant inferieur A a“, doit &tre inferieur ou € 


ee SE 


ir 
ee) 


Dans le premier 
cas, parmi les puissances a-iemes des racines de lV’equivalenee 

ze "cool (det. D 
il y en aura au moins a’ qui seront @quivalentes A une meme forme: 
l’exactitude de ce que nous venons d’Enoncer en est alors la consdquenee 
immediate. Dans le second cas, on peut eonsiderer les &quivalences 

ee (det. D), 

& coN det. D), 
et en continuant toujours le m&me raisonnement de proche en proche, on 
parviendra A se convainere de l'exaetitude de la proposition enonede 

Inversement, si l’@quivalence 
co]1l (det. D 


admet plus de a racines, le nombre 2 sera different de zero. 





En effet, si Von avait z=0, il y aurait des formes appartenant ä 

’exposant a°, et toutes les racines de l’@quivalence 

2" cov1l (det.D 
pourraient alors &tre representees comme puissances d’une raeine primitive. 
Les puissances divisibles par a“”' d’une racine primitive donneraient dans 
ce cas toutes les solutions de l’equivalence 

z="co1 (det.D 
qui seraient par consequent au nombre de a, ce qui est contraire A notre 
supposition. Done, ete. 


*) On peut &videmment supposer @—x—1>0, car dans le cas contraire 
theor&eme serait &vident. 


Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft >. 30 
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ltemarque II. Il suit de la remarque pr&eedente que, pour construire 


un determinant irr&gulier, il suffit de former artificiellement une &quivalence 
z"co1l (det.D) 

admettant plus de a racines. Il suit encore de la remarque preeedente 

que tous les determinants irreguliers peuvent &tre formes de cette manicre. 

lixpliquons tout cela par des exemples. 

“x. I. L’equivalence 

zco1 (det.10333) 
admet les neuf racines suivantes 
(1, 0, —10333), (3, +1, —3444), (4, +1, —2583), (11, +2, —939), 
(12, +1, — 861). 

Il s’ensuit que le determinant 10333 est irregulier et que son exposant 
dirregularite est divisible*) par 3. En effet, on trouve que l’exposant 
dirregularite de 10333 est &gal A trois. 

Ex. II. L’equivalence 

z’ co 1 (det. 336697) 
admet les vingt-eing racines suivantes: 
(1, 0, 336697), (13, +4, 25901), (41, +6, 8213), (169, +17, 1994), 
(101, +21, 3338), (394, +31, 857), (82, +35, 4121), (533, +35, 634), 
353, +154, 1021), (377, +160, 961), (409, +201, 922 
(461, +201, 818), (577, +257, 698). 


a 
J “ 


Il seensuit que le determinant — 336697 est irregulier et que son exposant 
d’irregularite est divisible par eing. En effet, on trouve que l’exposant 
dirregularite de ce determinant est egal A eing. 

Passons maintenant ä la formation des determinants irreguliers ayant 
des exposants dirrdgularitd divisibles par un nombre premier p donnd 
lavance. 

Soit 

(a, b, c) 
une racine de l’&quivalence 
zco1l  (det.D) 


difterente de la forme prineipale. En formant la puissance p-ieme de 


*, Comp. lart. 55 des Disquisttiones. 





a, 
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et p: 


et le 
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a, b, ce) d’apres la methode de Gauss”), on obtient une forme 


Ei 2) 


u 4 
('ette derniere forme devant &tre Equivalente A la forme prineipale, on en tire 
a! \ ' 
= 27 —-Dy 
u" ’ 
et par consdquent 
a = &-Dr 


et le plus grand commun diviseur de & et 7 sera egal a «. L’exposant 


dirregularite de D etant suppose divisible par p. il existera une forme 
8. du 6; 
differente d’une puissance de 


a,b, ec 


et ayant pour puissance p-ieme la forme prineipale. On aura de meme 


a = &—Dhn. 
l’elimination de D entre les deux equations preeedentes**) nous donne 
1a—n7 a sh 9 2. snmtnsı sNı si). 


En donnant A a, a, n, n, des valeurs entieres queleonques, on obtiendra 
un systeme de valeurs correspondantes de S et de &. Les valeurs entieres 
eorrespondantes de S et de S, pourront servir a la formation d’un determinant 
irregulier. Nous avons suppose que la forme 
a,b, ec 

wetait pas equivalente A la forme prineipale et que la forme 

4. b.. C 
etait ditferente d’une puissance de 

“8, ©). 
Pour s’assurer de ce fait, il faut d’abord determiner b et b. Il est evident 


que B west autre chose que la valeur a laquelle appartient la representation 


a’ &° 7 
_ —— D 
u u 7 
ou u designe le plus grand eommun diviseur de Set n. I sagit done de 


Disquisitiones arıthmeticae, art. 243. 


*#) Sı Von avaitt n„= 0 oun =0, ce qui ne peut avoir lieu qu« 


ou a" = u, il faudrait choisir d’autres representants. 


ııı 
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determiner une forme 


(a, b, c) 


telle qwien l’elevant a la puissance p-ieme d’apres la methode de Gauss, 


on obtienne la forme 


I ar 


(® B (Bi D)u‘ ). 


le nombre a &tant eonnu, on pourra toujours trouver b apres 


quelques 
tätonnements*), si toutefois la forme 


“8, € 


) 


existe, On determinera de la mäme maniere la forme 


f N 
(G,, D, 6) 


et Yon siassurera facilement si les eonditions exigdes sont remplies. Dans 


ee cas le determinant sera sürement irregulier. Quand p=2, il faut encore 
siassurer que les formes intiales (que nous avons toujours supposees propre- 
ment primitives) appartiennent au genre prineipal. Citons en finissant les 
determinants —468 et —931 omis par Gauss dans l’Enumeration des deteı 
minants irreguliers inferieurs A mille. 


Ces tätonnements peuvent 6tre reduits A peu de chose A laide de FYartiele 
243,5 des Disquisitiones. Nous aurons l'oecasion de revenir sur ce sujet. 
Port-Navalo, le 


10 mai 1883. 





all 











251 


Notiz über Gleichungen, deren Diseriminante ein 
Quadrat ist. 


(Von Herrn E. Netto.) 


N 
Ks sei die irreduetible Gleichung 
(GG) -aa +2" — te, = 0 
vcoeben, deren Coeffiecienten einem bestimmten Rationalitätsbereiche 
EM... 
angehören, und deren Wurzeln mit &,, ©, ... x, bezeichnet werden mögen. 
\Venn man die Funetion 


‚4 = (u. - 2) (0 — %) (9-33)... L, 


dem hationalitätsgebiete adjungirt, so dass also die mn X,W,...) rationale 
"unetion / ein Quadrat wird, dann erscheint die Galoissche Gruppe deı 
Gleichung (@.) entweder als die alternirende Gruppe der » Elemente r 
selbst oder als eine Untergruppe derselben. Wenn umgekehrt die Gruppe 
der Gleichung (@.) mit der alternirenden Gruppe der Wurzeln identisch ist 


oder unter ihr steht, dann gehört Y.Z/ zum hationalitätsbereiche der Glei- 


chung, und 4 wird ein Quadrat. Hieraus folgt als unmittelbar ersichtlich 
7. B., dass die Diseriminante einer jeden Abelschen Gleichung ungeraden 
Grades ein Quadrat ist, dass von den auflösbaren Gleichungen eines Prim- 
zahlgrades p nur diejenigen eben diese Eigenschaft besitzen, welehe zu der 
halbmetaeyklischen Gruppe gehören, u. s. f. 

Von diesen einfachen Betrachtungen ausgehend, kann man zu einigen 
Aufschlüssen über eine Frage gelangen, welche Herr L. Kronecker in seiner 
„Festschrift“ S. 38 erwähnt hat. Er hebt daselbst hervor, dass die Auf- 
gabe, alle Gleichungen eines bestimmten ÄAffeets aufzustellen, durehaus arith- 
metischer Natur, dass sie eine sogenannte Diophantische Aufgabe für den 
segebenen Rationalitätsbereich sei. Selbst in dem einfachsten Falle, in 


welchem es sich um die alternirende Gattung handele, wo also die Grlei- 
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chung nur vom zweiten Grade werde, sei die Aufgabe für ein allgemeines 
» noch nicht gelöst. — An diesen einfachsten Fall will ieh hier anknüpfen. 
an die Aufstellung aller Gleichungen eines gegebenen Rationalitätsbereiches. 
deren Diseriminante ein Quadrat ist; die Gleichungen sollen zunächst dadurel 
charakterisirt und specialisirt werden, dass ihre Wurzeln als rationale Func- 
tIonen 97, 2% ...2,) von n unbestimmten und von einander unabhängigen 
Grössen @,, 7, ... x, darstellbar sind. Ist ausserdem die Gattung einer 
dieser eonjugirten rationalen Funetionen 4; bekannt, so ist dadureh auelı 
die Gleichung, um die es sich handelt, ihrer Klasse nach völlig bestimmt. 

Verstehen wir jetzt unter p(z,, 2, ... x,) eine beliebige rationale. 
o-werthige Function der Wurzeln &,, @,, ... z, von (@.), so genügen die 
o Werthe 41, 92, ... 9, derselben einer Gleichung gter Grades 

BB) p-dyitrdpi— td = 0, 

deren Coefficienten rationale Funetionen von &, ©, ... e, sind. Die Frage. 
wann die Diseriminante D, von (P.) ein Quadrat ist, wird nach unseren 
ersten Auseinandersetzungen identisch mit der Frage, unter welehen Um- 
ständen die Galoissche Gruppe & der Gleichung (#.) unter der alternirenden 
Gruppe von fı, Pr, ».. P, Steht. Diese Gruppe &, welche die Entscheidung 
liefert, wird folgendermassen gefunden: Auf den Complex 9,, Y.. 7a 
der Werthe von g wendet man die »! Substitutionen der symmetrischen 
Gruppe S von &,, 2%, ... x, am. Hierdurch entstehen 2! Complexe g,. 
fs +++ P,,; der Uebergang von der ersten zu jeder dieser neuen Anord- 
nungen kann als eine Substitution der o Elemente g gedeutet werden: der 
Inbegriff eben dieser Substitutionen constituirt die Gruppe F von (#.). 

Bezeichnen wir eine beliebige 'T’ransposition der x, z. B. (z,2,) mit 
{, so entsprieht derselben eine gewisse Substitution 7 unter den y, welche. 
wie /, von der zweiten Ordnung sein muss, da auch #=1 und 7 einander 
entsprechen, und da zu jeder Substitution der einen Gruppe eine einzige 
der anderen gehört. Demnach entsprechen allen Transpositionen f, Ü, F,... 
aus 8, welche ja einander ähnlich sind, Substitutionen 7, 7, T',... aus, 
welche deshalb auch unter einander ähnlich sein müssen. Ist eine beliebige 
Substitmntion s von S durch « Transpositionen darstellbar, so kann die ent- 
sprechende Substitution o aus I durch die entsprechenden u Substitutionen 
', T.... gebildet werden. Die Substitutionen s der alternirenden Gruppe 
sind dureh ein geradzahliges « charakterisirt; demgemäss gehören die ent- 
‚sprechenden o der alternirenden Gruppe der g an. Die übrigen 4»! Sub- 
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stitutionen 0° von 2 werden dagegen dann und nur dann zur alternirenden 
Gruppe der g gehören, wenn schon 7 unter ihr steht. 7 ist von der Ord- 
nung zwei, befindet sich also in der alternirenden Gruppe, wenn die Anzahl 
der Cyklen gerade und daher die Anzahl der umgestellten Werthe von p 
dureh vier theilbar ist. 

So kommen wir zur Beantwortung der oben aufgeworfenen Frage: 
Die Disceriminante D., ist dann und nur dann ein Quadrat, wenn die Anzahl 
der Werthe von g, welche in denselben beiden Elementen x,, x, nicht sym- 
melrisch sind, durch vier theilbar ist. Da ein unter der Gattung der alter- 
nirenden Funetionen von &,, %&, ... x, stehendes y(r,,2,...r,) bei der 
Anwendung einer beliebigen Transposition £ alle seine Werthe ändert, so 
ergiebt sich als Folgerung: Für eine unter der alternirenden Gattung der x 
stehende Function p(x,,%,,...x,) ist die Disceriminante I. der Gleichung (D.) 
dann und nur dann ein (Quadrat, wenn der Grad dieser Gleichung durch vier 
theilbar ist. — 

Unsere bisherigen Betrachtungen gelten ferner, wenn wir die Wurzeln 
fir Pay +. P, als Funetionen von » Grössen ©, 7,,... x, ansehen, zwischen 
lenen irgend eine algebraische Relation herrscht. Dann tritt die Gleichung 
G.) in eine gewisse Klasse ein, und an die Stelle der allgemeinen Gruppe 
S tritt für die Bildung von IF die Afeet-Grappe von @. Die hierdureh 
charakterisirten Gleichungen sind die allgemeinen, d.h. beliebige speeielle. 
Aber hier schwindet dann auch die präeise Ausdrucksweise für den obigen 
Satz. An die Stelle von £ tritt eine beliebige von den Substitutionen aus 
der Atfeet-Gruppe von G, welehe nieht zur alternirenden Gruppe von ,, 
3... 2, gehören, und man findet als Antwort auf die allgemeine Frage: 
Wendet man auf die Anordnung 91, Pr, »-. 9, eine von den, nicht zur 
alternirenden Gruppe der x, %, ... X, gehörigen Substitutionen aus der Affeet- 
Gruppe der Klasse an, und kann die resultirende neue Anordnung P,, fir ++: Pi, 


durch eine gerade Anzahl von Transpositionen (Y.Y,) aus der ersteren abyge- 


leitet werden, dann und nur dann ist I, ein Quadrat. 


Berlin, den 15. Mai 1883. 




















Zur Theorie der Flächen, deren Krümmungsmittel- 
punktsflächen confocale Flächen zweiten Grades sind. 


(Von Herrn F. Rudio in Zürich.) 


h meiner Dissertation *) habe ich die Gleichungen derjenigen Flächen 


aufgesucht, deren Kriimmungsmittelpunktsflächen eonfocale Flächen zweiten 
Grades sind. Diese Flächen beanspruchen ein gewisses Interesse wegen 
ihres Zusammenhanges mit den geodätischen Linien auf den Flächen zweiten 
Grades. In der That ist die Aufgabe, die Gleichungen jener Flächen zu 
finden, nicht wesentlich verschieden von der Forderung, die Bogenlänge 
einer geodätischen Linie auf einer Fläche zweiten Grades zu bestimmen. 
Ich habe diese Aufgabe in meiner Dissertation gelöst, indem ich mich der 
Methode bediente, welche Herr Kummer, auf dessen Veranlassung die A 


Do 
i 


beit entstanden war, in seiner T’heorie der Strahlensysteme entwickelt hat. 
Betrachtet man nämlich dasjenige 


Strahlensystem vierter Ordnung und vierter 
Klasse, 


dessen Brennflächen aus zwei eonfocalen Flächen zweiten Grades 
bestehen, so handelt es sich darum, diejenige Fläe.se aufzufinden. für welche 
dieses Strahlensystem das Normalensystem ist. 

Die damals angestellten eehnungen waren nun trotz des elementaren 
Charakters der Lösung so eomplieirt, dass es mir wünschenswerth erschien. 
mit Beibehaltung der Kummerschen Methode die damals gefundenen Resultate 
auf einem kürzeren Wege abzuleiten. 


I. 
Es möge zunächst die folgende Aufgabe gelöst werden: 
Es seien zwei confocale Flächen zweiten Grades (4) und («), welche 


nicht von derselben Art sein sollen, durch die Gleichungen gegeben 


Berlin 1850. Mayer und Müller. 
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Be x“ - + y 4. e l 

a’—A b’—A  c’—A ’ 
x’ y” % 

ge 7 2 2 gi 2 1. 

a — u b’— u C—U 


Durch einen beliebigen Punkt der Fläche (4) gehen alsdann zwei gerade 


Linien, welche die beiden Flächen (4) und («) berühren. Es sollen die 


Riehtungseosinus dieser beiden Geraden bestimmt werden, 

Die beiden Geraden liegen erstens auf der durch den Punkt (ryz 
»ehenden Tangentialebene der Fläche (4) und zweitens auf dem Tangential- 
kegel, der von (zyz) an die Fläche («) gelegt werden kann. Bezeichnen 
wir mit £, n, © die Richtungseosinus einer der beiden Geraden, so sind 


&, rn, C aus den beiden Gleichungen zu berechnen 





tert) os 773 Ye 
1, a —u b’—u cC—u Ne —u b’—u c’—u/ 
\ 
a ym  \’ r& yM E 
/ u , yn ! > \ cs () . 4 yn > () 
— — {eo UV, — - > U, 
\ a — u b’—u e—u / a—ı b’—4 —4 


indem wir Kegel und Tangentialebene parallel mit sich selbst nach «dem 
Uoordinatenanfang verschoben denken. Durch den Punkt (@yz) der Fläche 
4) gehen nun noch zwei weitere confocale Flächen (x) und 


) e), welche 
durch die Gleichungen 





y” 


Tu er Zr 


a’—v 


FR) 


bestimmt sind. Die Grössen «, e, 4 werden dann als die elliptischen 


Coordinaten des Punktes (xyz) bezeichnet. Die drei Flächen («), (e) und 


(4) schneiden sich bekanntlich rechtwinklig, bestimmen also in (ryz) drei 
auf einander senkrecht stehende Geraden. Diese Geraden, die Normalen 


der Flächen («), (ve), (4) in (xyz), bilden mit den Coordinatenaxen resp. die 
kiechtungseosinus 


pi® DU p,® 
a—u’ bu’ c—u’ 
P,% P.Y p,2 
a!’ ben’ E—p ’ 
P,® _PsY D.2 


Pr u We b’--A e—A' 


wepn wir mit ?,, P., p; die Senkrechten bezeichnen, die man vom Coordinaten- 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 3. 31 
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anfang aus auf die Tangentialebenen der Flächen (w), (v), (A) im Punkte 


(zyz) fällen kann. 


! 
tungscosinus des Strahles &, n, © in Bezug auf das neue S 
man die 'T’ransformationsformeln 


Führt man nun die Richtungen jener drei Normalen 
als neue Coordinatenriehtungen ein und bezeichnet mit €', 


N 


7, © die Riech- 


ystem, so hat 


! + DE ‚, DE u „X 
=: a 2 an CE 
a’—u a—v a—i 
nn == &' _PI _ oh n' u - er BR .. A 
une ug ee 
- .ı P3 ‚ 3  P33 
Fe ir hr re 
C—u —d —j 


In dem neuen Coordinatensystem werden dann aber Tangentialkegel und 
Tangentialebene, welche in dem alten System durch die Gleichungen (1. 
repräsentirt wurden, durch die Gleichungen dargestelit*) 


er 
ra N 
2 

\ 


u—u 


_t- 


Berücksichtigt man die Gleichung 


=!) 

& = 

so folgt u 
Pr M—U 
Be D—u 


Setzt man diese Werthe in die 


die gesuchten Richtungscosinus 


e u ( U L 
ad —u 


a: a 
Le AN Seen 


- ) 
a 


e—u 
Wir setzen nun zur Abkürzung 


U=] (a’—u)(b’—u)(ce’—u) 


je u) (u—u) 
EN 


Dann ist“ 
Pı nn U] - 


De 
» \ 


Bi + P3 ee.) 
c—-Uu er u—v 


u—u u 


v—Uu DE. r| 


n"? #12 
- "ad 
+ —- =-Q0 GC=O. 
uw—v u—/ 
mn) , “».1) 
+ =1, 
u—v “! 
1 = ee ni V. 
Bit 


Transformationsformeln ein. so erhält man 


YM-Uı m u 
ge u Er ae | =. ’ 
I o—u a —v u—v 


| u—u 4 P; AR) 
v—u b’—» u—n/? 


V— | (a’—v)(b’— v)(c’—P) 
(A—v)(u—v) 


—— " 


u—o 


Vgl. Salmon-Fiedler, Raumgeom. Bd. 1 pag. 200. 
*®) Vgl. Salmon-Fiedler, pag. 196. 
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m 
Dez 


folglich 
(| U u-u V u—r\ 


In 
1 
i 


T . . 
tla’—-u v—u a—v u—v ) 


i U u | Vv t—t) 
@) In= pt te 





b’—-u v—u  D-v u— 
o =; u—u % u—v) 
= 23; 4 
R (ou 0 —v u—v) 


Dass die Grössen U und V für die in Betracht kommenden Werthsysteme 
u, v reell sind, habe ich in meiner Dissertation nachgewiesen. Die Vor- 
zeichen von U und V sind willkürlich (natürlich in den drei Formeln auf 
die gleiche Weise) zu fixiren. Die drei Gleichungen bestimmen dann die 
Richtungen der beiden durch &, y, z hindurchgehenden gemeinschaftlichen 
Tangenten von (4) und (u). Dar, y, z bekannte Funetionen von «, © 


sind, so haben wir damit &, 7, © als Funetionen den beiden Variabeln «, 


v dargestellt. 


11. 
jezeichnet man jetzt mit &, y, 2, die Coordinaten eines beliebieen 
Punktes auf dem dureh (zyz), &, n, © bestimmten Strahle und mit o seinen 
Abstand von dem Punkte (rzyz), so ist 


! - ! 1 ne 


zZ =c+05, y=yron, 2 =3+oL. 
Da x, y, 2: 5, n. © bekannte Funetionen von «, v sind, so stellen diese 
Gleichungen das Strahlensystem vierter Ordnung und vierter Klasse dar, 
dessen Brennflächen die beiden eonfocalen Flächen (4) und (we) sind. 
Soll jetzt der Punkt (xyz) einer Fläche angehören, zu welcher 
der durch (zyz), S, 7, © bestimmte Strahl normal ist, so muss sein 


Sde+ndy + cÖde = UV. 
Nun ist 

de = de+Sdo+od:, 

dy = dy+ndo-+odır. 

dz = dz+Cdo+tod.. 
Setzt man dies in die Gleichung 


E 
Sde’+ndy + {dz () 
ein und berücksichtigt 
ern + = 1 
SdSs+ndn+Cdl u 
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so erhält man die Differentialgleichung 


—do = Sde+ndy+ {dz 


oder 
( _ (21,9 + % 03 
4)  —deo (3 Era u 4 du+ (5-22 ae 72 | +65 -)dv. 


Dieser Differentialgleichung kann nur von einem Lass len 
genügt werden, welches die Bedingung erfüllt 

e- A o 023 4,0 o 0% 

ev E: du er rt ou | du Kar * 17; rs, 
wie man ja auch im Allgemeinen nicht zwei kn Flächen als die 
beiden Schalen der Uentrenfläche einer noch zu suchenden Fläche an- 
sehen kann. 
Bilden wir nun für unser Strahlensystem zunächst den Ausdruck 
S = +n : > +{ . indem wir die Werthe für 5, n, © aus den Gleichungen 
(3.) einsetzen und die helationen ge 














02 _ 17% a 7 a’ 
u 3 \ (@e-Ma’— ec) 1: a—u ? 
oy b? a und 
Ya Yy nn. % 
ou (b- c -c?)( et I b’—u 
03 BT eh .— 


u ern (?—a’)(e—b°) | er 


so finden wir unmittelbar 





. 0x OY ,. 0% | 
& nn Do 
ou ou ER ou ZU 
Ebenso 
„ O8 OY 0% 1 
SF tn H— = 
cv od od 2) 


Unsere Differentialgleicehung (4.) geht daher jetzt über in die Form 


BR ur + 


in welcher die Variabeln getrennt sind. Wir erhalten also 


e= 4 /I- fe) 


Die Gleichungen der Flächen, deren Krümmungsmittelpunktsflächen con- 
focale Flächen zweiten Grades sind, lauten demnach 





e=z24+05 y=y+ton, #3=3+g[, 
wo jetzt x, 9, 3, S, n, S und o bekannte Funetionen der beiden Veränder- 
lichen « und ® sind. 





n 
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III 
Aus dem bekannten Zusammenhange der Krümmungslinien einer 
Fläche mit den geodätischen Linien der Krümmungsmittelpunktstläche folgt 
nun, dass 


Z. 4/7 HT) 


zugleich die Länge des von einem festen Anfangspunkte bis zum Punkte 
a, v gerechneten Bogens einer geodätischen Linie der Fläche (4) ist. In 
der That ist die hier durch ganz elementare Betrachtungen abgeleitete 
Formel identisch mit derjenigen, welche Jacobi (Vorlesungen über Dvnamıik 
pag. 214) entwickelt hat. Wenn wir bei der hier befolgten Methode nur 
zwei der durch den Punkt #, » gehenden geodätischen Linien der Fläche 
+) erhalten, so kommt dies daher, dass durch die Wahl der eonfocalen 
Fläche («) aus der Schaar der durch «, ® gehenden geodätischen Linien 
zwei ausgesondert werden, diejenigen nämlich, deren Tangenten die Fläche 
u) berühren. Eine Variation der Grösse « würde sämmtliche geodätischen 
Linien der Fläche () ergeben. Die Grösse « spielt daher die Rolle der 
ersten Integrationsconstanten, derselben, welche bei Jacobi a. a. 0. mit 2 
bezeichnet ist. In der That wird dort auch für 5 dieselbe Intervallbestim- 
mung ausgeführt, welcher die Grösse «u unterworfen ist. Die speeielle An- 
ordnung unserer Aufgabe hat also eine Integration gewissermassen von selbs! 
veleistet. 

Aus den Gleichungen (2.) folgt nun unmittelbar, dass die Winkel 
der beiden durch a, v gehenden geodätischen Linien dureh die Axen, d.h. 
durch die beiden zum Punkte x, vo gehörigen Krümmungslinien der Fläche 
4) halbirt werden, ein Resultat, welches sich auch sehr leicht aus den 
Gleichungen (3.) ableiten lässt. Man kann daher den in Hesses aum- 
geometrie (pag. 330) ausgesprochenen Satz auch folgendermassen formuliren: 

Die unendlich vielen durch einen Punkt a, ev einer Fläche zweiten 
(Grades (A) gehenden geodätischen Linien lassen sich, entsprechend der In- 
tegrationseonstanten /, d. h. der Grösse u, in Paare zerlegen, deren Anfangs- 
tichtungen symmetrisch zu den Anfangsrichtungen der beiden durch «, ® 
sehenden Krümmungslinien der Fläche (4) liegen. Die sämmtlichen 'Tan- 
genten der beiden geodätischen Linien eines jeden Paares umhüllen eine 
ind dieselbe zur Fläche (4) eonfocale Fläche («). 


Ein specieller Fall dieses Satzes ist der folgende: 











246 Rudio, confocale Flächen 2. O. als Krümmungsmittelpunktsflächen. 


Dureh jeden Punkt «, vo eines Ellipsoides kann man zwei durch die 
Kreispunkte desselben gehende geodätische Linien construiren. Die Winkel 
derselben werden durch die zu a, » gehörigen Krümmungslinien halbirt. 

Man erhält diesen Speecialfall nämlich, indem man =0 und u =b? setzt. 


IV. 

Aus den Formeln (3.) kann man mit Leichtigkeit die durch die 
beiden Berührungspunkte einer gemeinschaftlichen Tangente der beiden eon- 
focalen Flächen (4) und (u) bestimmte Strecke r berechnen. 

Bezeichnet man nämlich mit x,y,2;, die Coordinaten des Punktes, in 
welchem die durch (@yz), S, n, © bestimmte gemeinschaftliche Tangente 
die Polarebene des Punktes (@yz) in Bezug auf die Fläche (w) trifft, so ist 

&Ü =sH+rd, y=y+4rn, ı=3+rl. 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung der Polarebene ein, so kommt 


A 
a—u  b’—u c’—u 
oder 
u wi. 2 | ws ym | 
D.) + — +, — - 14rıI-—— : ——— |‘ = 0 
Se a—u b’—u —u T ta’—u 7 b’—u + In! 


“» 


Setzen wir nun für S, 7, & ihre Werthe ein und berücksichtigen die be- 


kannten Relationen *) 


2 


x y’ 2" u—u)u—r)(u—4 
ß + 2 + u Z 1= A 2 ”) „2 3 u; S, 
a—u b—u C—u (a —u)(b’—u)(c’—u) 
x” ED EOS 
(a’—u)(a’—u) + (b’—-u)(b’—u) ' (’—u)(e—u) y-—u’ 


x” y 3 

(a’—v)(a’—u) i; (’—v)(b’—u) (*—r)(e—u) = u—o ' 
so geht die Gleichung (5.) über in 

ee ETF 
v—u U—U uU—-V! M—VÜ 
Ilieraus findet man den bereits in meiner Dissertation auf anderem Wege 
abgeleiteten einfachen Ausdruck 
U—V 


BF 





g. 201. 


oO 


*) Vergl. Salmon-Fiedler pa 


Zürich, den 2. April 1883. 
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Ueber abhängige Punktsysteme und deren Bedeutung 
für die reciproke Verwandtschaft zweier Ebenen. 


(Fortsetzung der beiden Arbeiten: „Ueber abhängige Punktsysteme* dieses Journal Bd. 88 


und „Zur Theorie der reciproken Verwandtschaft“ dieses Journal Bd. 90) * 


(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 


Die folgenden Seiten sind dazu bestimmt, die in zwei früheren Ar- 
beiten enthaltenen Untersuchungen zu ergänzen und in einigen Punkten fort- 
zuführen. Die Betrachtung beschränkt sich auf ternäre Gebiete. Es werden 
zuerst einige wichtige besondere Fälle abhängiger Systeme von Elementen- 
paaren erledigt; die hierbei sich ergebenden Relationen werden dazu ver- 
wendet, um Beziehungen zwischen polaren Systemen einer oder mehrerer 
bilinearen Formen aufzustellen, welche wiederum bekannte Sätze aus der 
Theorie der Kegelschnitte als specielle Fälle in sich enthalten. Sodann 
wird ein Satz abgeleitet, welcher für die reciproke Verwandtschaft zweier 
Ebenen an sich einiges Interesse haben möchte, insbesondere aber für die 
Construction der Systeme polarer Vierseite (wenn die Elemente durch Punkte 
dargestellt werden) von Wichtigkeit ist. Zuletzt führt die Auffassung einer 
dreigliedrigen Gruppe von Formen auf die algebraische Aufgabe, drei bi- 
lineare Formen gleichzeitig aus denselben vier speciellen Formen zusammen- 
zusetzen. Es zeigt sich, dass dies nur dann möglich ist, sobald eine ge- 


wisse Invariante (Combinante) verschwindet, was zugleich zur Folge hat, 
dass jene drei Formen durch Anwendung einer linearen Transformation auf 
ein System der Variabeln gleichzeitig in symmetrische Formen sich über 


führen lassen. 
N 1. 


Wie früher gezeigt wurde (Abh. P. 8. p. 249), gehört zu fünf Paaren 
von Elementen zweier ternären Gebiete im Allgemeinen ein sechstes Paar 


*) In der Folge wird die erstere unter „Abh. P. S.“, die zweite unter „ree. V.“ eitirt. 
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ı dem Sinne, dass dieselben insgesammt ein abhängiges System bilden. 


“s ist zu erwarten, dass in besonderen Fällen schon vier Paare ein ab- 
hängiges fünftes nach sich ziehen werden. Die Frage nach den charakte- 
ristischen Eigenschaften eines solchen Systems von fünf abhängigen Paaren 
beantwortet sich leicht mit Hülfe der a. a. OÖ. angewandten Methode. Sehen 
wir die Elemente als Punkte zweier Ebenen an und bezeichnen dieseiben 
dureh (e', 9), (e', 29, + +» (@’, P°), so bilden dieselben ein abhängiges Systen. 
sobald die Constanten ©,, 


03, ».. 0, Sich derart bestimmen lassen, dass die 
Identität stattfindet: 


IN IN NL LAN (R5N a / R5N 
o,ule)e(P)+Rule)e(P) + +oula)e(P) = 0, 


in weleher, wie schon früher af«a;ot die Trilineareoordinaten des Punktes 
co" sind und auch die anderen Zeichen die in den angeführten Arbeiten ange- 
sebene Bedeutung haben sollen. In dem Falle, wo die Punkte «, 9 je 
einer Geraden angehören, lässt sich die obige Identität jederzeit erfüllen. 
Sieht man daher von dieser besondern Lage ab, so ist es erlaubt anzu- 
nehmen, dass drei Punkte des einen Gebiets z. B. «', «’, @® nieht auf eine: 
und derselben Geraden liegen. Beschränkt man jetzt die Variabeln ® dureh 
die lineare Gleichung e(P°) =D und bezeichnet die hierdurch aus e(7 
hervorgehende binäre Form durch ®(#), so ergiebt sich aus (1.) die vier- 
oliedrige Gleichung: 


| 


NEL) + Rule N)el) +ule)o (PP) + 0,u (a) e(B) = 0. 
Da die Grössen a völlig unbeschränkt sind, so bedeutet diese Gleichung: 

Die vier Punkte 9', 9°, P°, P* erscheinen von 5° aus unter demselben 
Doppelverhältniss, wie «', «@’, @’, @* von irgend einem Punkte ihrer Ebene aus. 

Da, wie wir annehmen, die Elemente jeder Ebene verschieden sind. 
und «', «@', @’ nicht in einer Geraden liegen, so erscheinen «', @, @’, «* nieht von 
jedem Punkte aus unter gleichem Doppelverhältniss. Es kann mithin jene 
(Gleichheit nur in dem Sinne statthaben, dass (PP? P* 
d.h. dass 5° und drei der übrigen, z. B. ?°, P', P*, P°, in einer Geraden ge- 
legen sind. Durch Einführung einer anderen linearen Gleichung e(PH)=0 wirt 


) unbestimmt ist. 


man zu der Annahme gezwungen, dass von den vier Strahlen P*(P', P°, P°. 7’ 


u 
ebenfalls drei zusammenfallen, folglich liegen P', P’, P°, P*, P° sämmtlieh 
in einer und derselben Geraden. Die successive Einführung der Gleichungen 


ve) =V, ale)=V in die Gleichung (1.) führt aber auf die Relationen: 





d. 
bi 


d 
zu 
fo 
ON 
W 
u 


id 
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ie) Ba 1 2 (3 /e 
(aaa) = (PN), 


a 1 ‚22 23 D5N 
ee) = (RP, 


d.h. damit fünf Punktepaare (a! aaa”), (3 P*P°) ein abhängiges System 


bilden, müssen die Punkte der einen Ebene z. B. 9...’ einer und derselben 


! 
Geraden angehören und überdies die Beziehungen statthaben 


/ a1 AR 23 24 Q5\ I” u 3 000 
FPPPP) N (aaa 


‘die Doppelverhältnisse sind auf dem durch «'...e® gehenden Kegelschnittı 
zu verstehen). 

Diese Bedingungen sind auch hinreichend. Denn aus der Gleichung 

(ae) = (RP 
folgt, dass ein Ausdruck von der Gestalt 
ul )e()+Hule)e(P)+oule)e(P)+0o,ulet)e(P 

existirt, welcher unter der Bedingung x (a) = 0 identisch verschwindet, d.h. 
es besteht die Beziehung (für jedes System =, ® 
ale) Hua )e(F)+o,ule)e(H)+ ou el) + 0, ul )e(H) = NV. 
wo 9 ein noch unbekannter Punkt ist. >Metzt man in diese Gleichung 
u(e)= 0, so folgt, dass 5°/P5°P*0 von jedem Punkte aus unter demselben 
Doppelverhältniss erscheinen wie «'a@’«'«’ von @' aus, folglich ist 9 mit 


/3 
bee) l 

identisch. w. z. b. w. 
Ein anderer besonderer Fall ist der. in welehem zu fünf unab- 


hängigen Punktepaaren auf unendlich viele Arten ein abhängiges sechstes 
bestimmt werden kann. Es tritt dies immer dann ein, wenn die zur Be- 
stimmung des abhängigen sechsten Paares dienenden Gleichungen *) aufhören 

oO 


von einander unabhängig zu sein. Die geometrische Deutung der ertorder- 
liehen Bedingungen ergiebt als Resultat: 


l 2 ) 4 > 
u. R aaa a a au ‘ 
Das zu fünf Punktepaaren gı g3 95 94 65 gehörige abhängige sechste hört 
PPPPI 


auf bestimmt zu sein, sobald die Relationen stattfinden : 


BE En 35 /a1arR 23 24 
aaa) = WIRD PD 

\ / ‘ \ l j l ‚9 
BI a 34 / 21 MR 3 /95N 
Y 14 14 / 14 Zn j 
164 (0 0 0 0) P\PPPP ) 


d.h. sobald die fünf Punkte « den Punkten 9 collinear verwandt sein können. 
und umgekehrt. 


Um daher auszudrücken, dass fünf Paare von Punkten in Collineation 
stehen, kann man sagen, dass das abhängige sechste Paar unbestimmt ist. 


#*) „Rec. V.“ p. 30910. 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 3. 32 
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Aus dem Gesagten folgt unmittelbar: 


. . @ 
bilden sieben Punktepaare 


Weise, so liegen sowohl die Punkte « als die Punkte 5 auf einem Kegelschnitt 
und bilden projectivisch verwandte Punktreihen. 


$ 2. 

Zwei bilineare Formen f(x, y), f (x, y) haben ein Paar polarer Drei- 
seite gemeinsam, dagegen unendlich viele Systeme polarer Vierseite. Unter 
Benutzung des oben ausgesprochenen Satzes folgt aus der an anderer Stelle 
(„ree. V." p. 314) gemachten Bemerkung unmittelbar: 


er 
. Ad «dl A . . . . 
Sind pip:p5 die Seiten des zweien Formen f, f' gemeinsamen Paares 


a | 
Beh die Seiten eines denselben Formen gemein- 
samen Systems polarer Vierseite, so berühren die Geraden a und die Geraden 
b je einen Kegelschnitt und bilden projectivische Tangentenreihen. 

Aehnliche Sätze lassen sich auch über verschiedene Systeme polarer 
Vierseite zweier Formen aufstellen. 


polarer Dreiseite, und 


Die Mittheilungen über die Construction eines polaren Systems von 
Vierseiten einer Form f(x, y), welche sich a. a. ©. p. 315 finden, treten durch 
nachstehenden Satz in ein deutlicheres Licht. 


a 


a aa’ Ecken . ' . r 
Sind ara MO Seiten Eines Dreiecks der einen Ebene, und bedeuten 
Me RR 
Pe Eintsprechendes für die andere Ebene, so besteht der 
) 
Datz. 


Liegt das dem Dreieck « in Bezug auf eine Form f(x, y, 


a ı 92 A3 

polare Dreiseit ee . perspectivisch mit dem Dreieck E £ . Ei so lassen sich die 
» a > ) 

Dreiseite a, b zu einem Paar polarer Vierseite ergänzen. 


Beweis. 


beiden 


Der Annahme zufolge lassen sich die Constanten 0,0:; 
derart bestimmen, dass 


f@,y) = aa) Yy)+Ra ld) ly)+Ra’(z)ec'(y). 
Nennt man nun 5b* den perspectivischen Durchschnitt der Dreiseite b, c 
und setzt 
Eee), NM) er yY)trmbly), Ey) = hb’ly)tub'ly). 
so nimmt f(z,y) die Gestalt an: 
fz,y) = a (2)b (y)+ 0,0’ (z)b(y)+ 0,a’(2)b’(y)+0o,a’(e)b*(y), 
Wo 0,0,0,0, Constanten und a*(z) ein linearer Ausdruck in x sind w. z. b. w. 


vv 7 

Ü re . .. . ” . 
BR... ein abhängiges System in zweifacher 

Frnsf 


li 


5 
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Zugleich ergiebt sich hierbei der 

Satz. Liegt das zu a'a’a’ polare Dreieck perspectivisch mit b'b’b’, so 
liegt das zu b polare Dreieck perspectieisch mit a. Die beiden Axen der 
Perspectivität ergänzen die Dreiseite a, b zu einem Paar polarer Vierseite. 

Dadurch ist ein deutlicherer Einblick in die Mannigfaltiekeit der 
Systeme von polaren Vierseiten gewonnen. 


$ 3. 

Drei bilineare Formen f(z, y), f (@,y). f (x,y) ergeben als Ort ihrer 
semeinsamen Nullpaare je eine Curve dritter Ordnung e;,, ©,*). Zu jedem 
Punkte «@ von c, gehört ein auf C, gelegener Punkt A „als eonjugirter‘ 
derart, dass (@, A) ein Nullpaar der Gruppe (f. f,f') bilden. In dieser sind 
unendlich viele zweigliedrige Gruppen enthalten (Büschel). Die Curven e;. 
C, sind zugleich der Ort der jenen gemeinsamen polaren Dreieckspaare. 
Ist @ ein beliebiger Punkt der einen Ebene, B eine Gerade der anderen. 
so giebt es in der Gruppe (f. f, f') eine Form, für welche «, B in dem 
Verhältniss von Pol und Polare stehen. Nur in dem Falle. wo « auf e, 
liegt, giebt es eine solche Form in der Regel nicht, dagegen unendlich 
viele (einen Büschel), sobald B zugleich durch den eonjugirten Punkt A 
von « geht. Sind die Curven c,, ©, als gezeichnet angenommen, so ist es 
leicht, Paare polarer Dreiecke von Büscheln in beliebiger Menge linear zu 
eonstruiren unter Benutzung der Polaren von Punkten. Man erkennt, was 
auch sonst klar ist, dass man zwei Punkte der einen Curve stets durch 
einen eindeutig bestimmten dritten Punkt zu einem Dreieck ergänzen kann. 
welches mit einem bestimmten zugehörigen ein polares System eines Formen- 
büschels bildet **). 

*) Vgl. die inzwischen in den Denkschriften der Wiener Akademie d. Wissen- 
schaften erschienene Arbeit des Herrn S. Kantor, „Ueber die allgemeinsten linearen 
Systeme linearer Transformationen u. s. f.“ — Breslau, October 1835. 

*#) Solche Dreiecke sind schon von Steiner (dieses Journal Bd. 32, pag. 300 f.) studirt 
worden. (Vgl. Durege, Die ebenen Curven dritter Ordnung, pag. 300 f.) Stellt man 
die Coordinaten der Punkte von ce, dureh elliptische Funetionen eines Parameters in 
der Weise dar, dass die Periodendritttheile in die Intlexionspunkte fallen, so sind be- 
kanntlich die Ecken der sogenannten Tripel dadurch charakterisirt, dass die Summe 
ihrer Parameter gleich einer halben Periode ist. Die hier auftretenden Dreiecke haben 
offenbar in ihren Eekpunkten ebenfalls eine constante Parametersumme, welche aber 
im Allgemeinen von der Periodenhälfte verschieden ist. (Dies folgt ohne Weiteres 
aus der Bemerkung, dass drei Punkte von c,, welehe mit einem dieser Dreiecke auf 
einem Kegelschnitte liegen, dieselbe Beziehung zu allen haben.) 

32 * 
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Sind a'a’a’, A'A’A’ die Seiten zweier Dreiecke, welche das polare 


System eines Formenbüschels der Gruppe (f, f, f) bilden, und haben ata’a', 


A* A’ A” die gleiche Bedeutung für einen anderen Büschel derselben Gruppe, 


so kann man setzen: 
fa, y)Hıfla,truf@,y) = ala) Aly)toa (a) Aly)+Ea’lz) Ay), 
«fa, y)+afla,y)+tuf(a,y) = na la)A(y)+oa’ (a) A’(y)+oza’(z) A’ly) 


ınd ebenso 


a fa, y)+tifla,y)+tof(oYy) = ara) Aly)+o,ale) Aly)+oale) Ay), 
n fa, y)+tTf(e,y) +0 f'(z, y) = 0,a(z) A'(y)+0,a (x) A’(y)+0o,a®(a) Ay). 


Kliminirt man aus diesen Gleichungen die Formen f, f', f', so ergiebt sich der 
Satz. Die sechs Seitenpaare irgend zweier Paare polarer Dreiseite 
(zweier der Gruppe (f, f, f‘) angehörigen Formenbüschel) bilden ein ab- 
hängiges System; ebenso die sechs Paare von Ecken. 
s.4. 

Die Bedeutung, welche die Systeme polarer Vierseite für die bi- 
linearen Formen, und nieht bloss vom geometrischen Standpunkte aus ge- 
sehen, besitzen, verleiht der Frage, ob drei bilineare Formen im Allge- 
meinen ein solches System gemein haben, ein grösseres Interesse. Wir gehen, 
um dieselbe zu entscheiden, von der Annahme aus, dass drei Formen 


; > 
3.4= > 


Pu ans \ 
\ f(&; Y) Br & d,; T, Y; 9 
ee 


\ f \T, y) GE < b, N I, Y FM) 
1 Hk 
PAF- == a 
fay) = Flat,dyı 
u BR 

a'aa?a' 


ein gemeinsames Paar polarer Vierseite pi p2p5p: besitzen, und werden nach- 
) 

weisen, dass eine Beziehung zwischen den Coeffieienten von f, f', f (das Ver- 

schwinden einer Invariante) die nothwendige Folge hiervon ist *). Setzt 





man nämlich, was nach der gemachten Voraussetzung erlaubt ist, 
Kr, y) = gala)b(y)roa (a)b (y)+Bal@)b'(y)+9ale)b'y), 
fa, y) = na) y)+n.a(a)b'y)+na a)’ y)+n,a'e) by), 
[a.y) = na (a)b(y)+Ta(a)b(y)+Tza(a)b’(y)-+r,at(e)b*(y), 


*) Es ist dies geometrisch leicht einzusehen. 
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so kann man durch Anwendung einer linearen Transformation auf die Variabeln 
y die rechten Seiten in eine sehr einfache Form überführen. Man setzt zu 
diesem Zwecke die neuen Variabeln 7 zu den Grössen y in folgende Beziehung: 
b'(y)=4a(n), by)=haln), 
b’(y)=Aa’(n), by) =A,at(n), 
durch welche die Grössen A (als CUonstanten) und die linearen Formen 
völlig bestimmt sind. 
Es sei die nach Elimination der Grössen 4 resultirende Transtor- 
mation durch die Gleichungen dargestellt: 


Y; Bm B > Prullu> 1A 


und es gehen in Folge derselben f, f, f’ über in 


2.03 2,4=3 z.M 3 
Fan: Ge xy . (»p yo I . Mi h gr „, > 
Y T, 7) a ru Tellu: Yf (A ’ N) a Hau T,T, u» f L, / — zuXy I 
I, 4,U P4 | 


worin die Ausdrücke 


i—3 A=3 3 
= d,,Pru> - burPiu> Ss CziP iu 
/ / , 


durch @,., Pu: Yru bezeichnet sind, 
Vermöge der oben für die Formen f, f, f’ vorausgesetzten Dar- 
stellungsweise ergiebt sich aber 


i—4 

\ x - . F N 
\ Y(z,n) = &o.ha(z)a(n), 
'p(z,n) = 30,14,a(r)a(n), 
Is (z,n) = FZria(z)a'(n), 


d.h. die Formen f, f, f' werden dureh die angewandte Substitution zu sym- 
metrischen, und es bestehen somit die neun Gleichungen 


Oo ge Oi33% Oz; mus O3, Un — U, U. S. 4 


Ersetzt man hierin die Grössen «, 5, y durch ihre Werthe, so nehmen die 
Gleichungen die Gestalt an: 


= APi3 = 2a;Pı 4;,Pı = ZSaıPıs, SaıPpa = Fay,pu: 
Ä / 4 bh 


Az 4 


> b,P3 = Sb,Ppn; P. b;; Pıı =2 b;Pi3: bp» = 5 b;; Pa: 
/ 2 ) fi fi 


A 


/ 


2 CPıs = = CaPn; S CApı =FC,P3, Cupra = 3 CıPu: 
/ % 


/ 4 
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aus denen durch Elimination der Grössen p sich die Bedingung ergiebt: 





0 0 V —Aı —An A, Gr Aa Ay 
0 0 0 bi ba bu Da ba b. 
0 0 V —Cı CH CH Ca m . 
4; An Ay: OÖ 0 VD —4M, —Ap 4, 
Pu b,; da 5b, 0 0 0° —bı der dl =. 
GG CC &% dd 0 V —Cı —CH —CH 
— I An Ag Ay An A; N) 0 
— bu br biz di de db; 0 0 0 
— Cl — Ca -— SG CH CB 5 0 0 0 


Berücksichtigt man, dass zur Aufstellung dieser Bedingung über die 


Coefficienten p der anzuwendenden Substitution nichts vorausgesetzt wurde. 
so kann man den Satz aussprechen: 


Drei bilineare (ternäre) Formen lassen sich im Allgemeinen nicht gleich- 


zeitig aus denselben vier zerfallenden Formen zusammensetzen. Damit dies 


der Fall sei, ist es nothwendig, dass die drei Formen durch lineare Transfor- 

mirung des einen Systems von Variabeln gleichzeitig in symmetrische Formen über- 

geführt werden können. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn die Bedingung 
A1=0 

erfüllt ist (wo 4 die oben stehende Determinante bedeutet). 

Da drei quadratische ternäre Formen sich (auf unendlich viele Arten 
durch dieselben vier Quadrate linearer Formen zusammensetzen lassen, so 
folgt, indem man die Polarformen bildet, dass drei symmetrische bilineare 
Formen sich gleichzeitig aus vier zerfallenden Formen componiren lassen. 
Hieraus folgt, dass der obige Satz auch in der Umkehrung gilt, d.h. 

Verschwindet die Invariante 4 dreier bilinearen Formen, lassen sich 
dieselben also in symmetrische überführen, so besitzen sie auch ein gemein- 
sames Paar polarer Vierseite (und zugleich unendlich viele). 

Sind Fee aa die Seiten zweier cemeinsamen Systeme von 

| b'b’b’b*' b°’b°b’b° o . 


polaren Vierseiten der Formen f, f, f'. so kann man setzen 
i—4t k:=5 
f er a) 1 fi N f, 2 y k k 
fa, y)= zZ ga(a)b(y) = Enaa)by), 


i—+ a an M 
fe y)=&Ha(a)b(y) = 0a(a)b’y), 


7 \ en ; i "2 aN Ik/aN 
f (z,y)= 3 t,a (z)b'(y) = 3 r,a' (2)b'(y), 





pa 
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d.h. es bestehen drei (unabhängige) Relationen zwischen den acht Geraden- 
1 „2 8 

a ..(d . 110° . . . 2. . - . . 
paaren zig ps‘ Die Elimination irgend zweier liefert eine Abhängigkeit 
zwischen sechs derselben. Es sind somit fünf dieser Geradenpaare so be- 
schaffen, dass das abhängige sechste unbestimmt ist, d.h. 

„Haben drei bilineare Formen Paare polarer Vierseite gemein, so sind 
die acht Seitenpaare irgend zweier derselben Tangenten zweier Kegelschnitte 
und bilden projectivische Reihen“ — was mit bekannten Sätzen aus der 
Theorie der Curven dritter Ordnung übereinstimmt. 


Breslau, Mai 1883. 
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Zur Transformationstheorie der hyperelliptischen 
Funetionen erster Ordnung. 


(Von Herrn Martin Krause in kostock.) 


Pr 

Kins der wichtigsten Probleme in der Transformationstheorie deı 
elliptischen Funetionen ist das Problem, für einen beliebigen Transformations- 
grad Relationen zwischen den ursprünglichen und den transformirten Modul 
herzuleiten. Wenn es nun auch bisher noch nieht gelungen ist, jene Rela- 


tionen in endlicher Form für alle Grade herzustellen, so ist es doch mög- 


lich gewesen, eine Differentialgleichung dritter Ordnung abzuleiten, welcher 


die transformirten Moduln für einen beliebigen Grad als Funetionen der ur- 
sprünglichen betrachtet Genüge leisten. In der Theorie der hyperelliptischen 
Funetionen erster Ordnung ist nach der angegebenen Richtung hin bisher 
nur weniges geleistet worden. Die hier bestehende Lücke soll im Folgenden 
in gewisser Weise ausgefüllt werden. Es soll gezeigt werden, dass auel 
in dem (Grebiete der hyperelliptischen Funetionen erster Ordnung Differential- 
oleichungen existiren, denen die transformirten Moduln als Funetionen der 
ursprünglichen betrachtet Genüge leisten, und es soll eine Methode ange- 


seben werden, wie diese Differentialgleichungen zu bestimmen sind. 


LP 
u 


Setzt man nach ARosenhain: 


so wird: 


B—Ür B--C.: 

dv, = —— 1. - dx, En dx, 
\(a,xAu) Term 
B-Ce B—C 

dv, = TH de, + — be - de, 





H 


W 





un 
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Krause, zur Transformation 


Hierbei ist: 
ae) 
ind, I, 


F, (v, )o 


2B 


2B, 


der hyperelliptischen Functionen. 


Vin, @,) 
ind, dd, 


Yakuı F, ‚cv )o i 








Bu‘ on 
ind, ds, 
Wir wollen nun setzen: 


in en Zn A 


a, = 2K 0 +2K.v,, %= 2K,,vı+ 2K.v; 
und die Grössen Ä,,, K,., Ka, K., so bestimmen, dass wird: 


dr, dr 


eurleumer> he - du, = 
| (m, #hu) 


x, de, x, de, 


du, = — a —, 
\(@,#Ahu) 
Dann folgt, dass die Gleichungen bestehen: 


F, et, ‚(®,) 


\ (x, #Au) 


\(r,#Au) 


FH u 3. F(v, 


( h K u. u, } (2. 4 no 
(1 ) 11 7 Zee > 3.0, . I \ / K >] Fi F iR, Va Bin F . 
2) ee a = ee, 


3, i 4 m EEE DE RA 


Die Grössen K,, und K,, leisten einer Reihe von Differentialgleichungen 








genüge. Wir greifen unter diesen folgende heraus: 
. ee , | . OK oK 
(5.) wu — A) -—- = A——u-— 
cuch ou . 
x RE; u ° OK oK 
6.) KG—u) I —_ u—it—: —- 
h OROHU 0% ou 
en „o’K ok oK 
r) (1% a a IA 
(d) ) o10% O4 0% 
h oO fT .»._oK »„.oK a u . 
(8.) 1%? ra F a ru Z — (A -+u‘) K, “=... 
oO ‚,._oK ‚,oK ‚. oK, i 
(9.) Ey l 1 ar + A rw a — I Pr K,, A B;. 
o f,_2 00. . „_ OR } ae | 
(10.) er Ki + 51 + u er z-+X)K, "7 
11.) K »’ oK,, | A OK, , ut oKR,, K 
i ©.) : 1 04 u u e 
| oK 1 OK 1 
12. = —- ———-—R 
(12.) OA x“ o% "Ko 
(13.) oK, _ 1 OK, 1r 
o4 2 ch Haute 
oK, 1 oK Bi 
(14.) . 21 — 2 N ı__— K,, 
ou u’ ou 
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An Stelle der Gleiehungen (8), (9), (10.) können auch folgende gesetz: 








werden: o 
r o’K,, 2 oh |, am, 5,9 ei oK,, r 
a. o#' V—r u’ x O% 1: 
(10. ) R . a 
4 Alt OK, uu, OH, , K \ 
aa ’E . 7 .e = ä Is . 
——i oA ui—a ou 
no r 2 > ” > ‘ es r r ZU 
rk oK,, iu, Aa, 4 a oRK,, 
16 a A 1 Ol 
(16.) 
u uu® OK, =” :.08,; _K 
r ı 7 u’ _ 2 2 A, 
u’—4) ou „—A 0% 
Nn217 u 2 ® D) arr 
ERAELE = [ ur’ ı ul hi 2 
17. Au? au 4—u! u J0ou 
i. 
h d .s NY 2 NW ıF 
ee COM. Al) OR, | K Fi 
og 7} 2 ‘ en ») 2 Ne er 11* 
“—m 0% Ku oA 





Diese Gleichungen können auf eine doppelte Weise abgeleitet werden. 
Erstens durch Integralbetraehtungen. In Bezug auf diese Methode möge S 
auf eine Arbeit von Herrn Königsberger im ersten Hefte der mathematischen 
Annalen verwiesen werden. Zweitens aber können die Formeln durch direete 


Ditferentiation der Gleichungen (1.) und (2.) abgeleitet werden. Dieser Weg 


bietet an sich zwar grosses Interesse dar, möge aber bei dieser Gelegen- 
heit als der weitiäufigere unberücksiechtigt bleiben. 


In den obigen Formeln sind die Grössen A,, und K,, als Funetionen ST 
dreier Veränderlichen angenommen worden. Sieht man sie als Funetionen ( 


zweier oder einer Veränderlichen an, so ergeben sich andere Beziehungen. 
In Bezug auf den letzteren Fall möge auf eine Arbeit von Herrn Fuchs 
im 71. Bande dieses Journals verwiesen werden. 

Wir wollen nun die beiden Ausdrücke XK,, und K,, als Funetionen 
von z, 4, « auffassen und untersuchen, in welehe Grössen dieselben durch 
veewisse lineare 'Transformationen übergehen. 

Hierzu diene folgende Bemerkung, bei welcher die Bezeichnungs- 
weise als bekannt vorausgesetzt werden möge. 


Wenn eine lineare Transformation (a,, b,, e,, d,) die Funetion 9, (e,, v, 





überführt in 79;(e,. e,), oder also die Gleichung besteht: 
( Re ' ' 5 ER a i Br \ 
), (a yon lm ll) AN I, „UT Ti, Un), 
so wird: 
’ m r/ \ ' \ R 
0, CZ 0) Zu 1 (d,—a;ı 11 = b,1 127 3,0) r (G—@;T;, br.) Jul, 


FAR pP aa 2 \a' .. 
0,0.) [dat ,— bir. )I,Co +: —ar1—b,T3)FsC0:)u]- 


’ 
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Wir wollen nun zunächst diejenigen linearen Transformationen heraus: 
oreifen, für welche 9,(e,, ®,) sowohl als auch 9,,(r,. v,), von einem Expo- 
nentialfaetor abgesehen, in sich selbst übergehen. Nach dem Modul 2 ist 
die Zahl derselben 24. Um die Mannigfaltiekeit der hierbei entstehenden 
Ausdrücke zu untersuchen, genügt es für unseren Zweek drei derselben 
zu betrachten. Wir wählen die 'Transtormationen: 

1 1 0 1 110 111 1 0 | 
( 3 118 7 1. 1110 378 () 
0 —1 0 01001 -10 171 | 
(0) 0 0 iii u 8 10090 | 


u 4 Zu TE 3 / | 
Ba’, 4 A at an 
Setzen wir nun’ 
A, = AEG 


K,, — K.rtı+tK.trı. K;, = MR 1 RK, T, a 
Kr = Kututrkıtn, Kun Kıtıtlatı. 
m = La, 4 2), 
so folgt, dass für die genannten drei Transformationen resp. je zwei der 


Gleiehungen gelten: 


Bf / E i ihr | 
R u . ) = &(fıı(z, 4, u) —fııl%, 4, u) +fı(2, A, ı)). 


4 H X 
Be . „41 2 En; 


) u u 5 


hm 93 7) &(fıı(, ı, Jf11(2, 4, u) —fı2(2, A, u) +fi,(z, 4, u 


E fa(& 5 ; ) — &(fı(z, ı, u)—f(% 4, u) —frl2, A, u)+f2(z, A, ü 


1. /% 2 | i k P n. 

u fl u , u 5) —, — &(fıı(, bh, u)—f, (2, Ih. u)—fı RL, h ut ) 
N 1 } 

Er 2 2 1 Sur ö ’ z nie 

PR a u =, = &(frı(Z, A, u)—f(z, A, —f (7, 4, u )- 


Die Grössen &, bedeuten die positive oder die negative Einheit. 
Nun bleiben aber die Gleichungen (5.)—(17.) ungeändert, wenn an 


Stelle von K,,, K,,, 2,4, u der Reihe nach gesetzt wird: 


‘ 


)»‘) 
e):) 


a 
[L} 
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er PIREEE RE 

„Ku, Pr K.,, .’ g’ pP" ) 

wi u 4 

; Ku, ; Ra, er 102% 

Be 1 „ 4 41 
K a8 

u 119 „Rai, u’ u I u 


Somit ergiebt sich das Resultat, dass die obigen Differentialgleichungen 
bestehen bleiben, wenn an Stelle von K,,, K;, der Reihe nach gesetzt wird: 


K., Ks: Kı.,K; KK 


nr 
Wir greifen zwei beliebige dieser vier Paare heraus z. B. die Paare 
K,,, K.,; Ki. A; und bilden den hieraus abgeleiteten Ausdruck: 
167 — K\, K.,—K,, Bi. 
Soleher Grössen w giebt es im Ganzen sechs. Dieselben leisten auch 
ihrerseits einfachen Differentialgleichungen genüge. 
In der That setzen wir: 


„ ©. 


9 — K,, € K,, 
OA 


oR’, 


o% . 


X z K ! ce K, t K oK' N 
I ) 11 oA 11 Fr} . 
“ » = ! dl 2 - n n .. 
v._- x u _ Ku x, —CRıCK, __OK,, OK, 
in Fe 11 ; = — i ne 
11 cu ou I + oA cu oA ou . 
N — oK, oK,  BRIRER oR,, ok, 4 z Be OK, l ok, ) OK, 1 oK', ! 
m a Et Ten A mi! 


so folgen die Gleichungen: 


Bi Eon E 
U = — X, +- La 
x 4 
00. 1+x’ _ 2? u? 
nr Su En 
On % u n ie 
oo @ 1-+4° Yı u’ x x” 
—— - “A, 7 i nn 
aA 4 2° a Bet San. 
00, @ u  SPFREE |. 
— + — A; +— X, —-—-AX, 
cu u u” 
und hieraus 
». 00, A) dw, u‘ ow (& Ev, “\ 1—x' 1—4' 1I—u' .v 
-—1 —_ 4-2 _—- 101-4 -—) = X+-—— + ——— A, 
«or oT u Er „Typ u’ #' + A Zu — Bi 


ei noehmaliger Differentiation ergeben sich nach einigen Rechnungen die 
folgenden Ditterentialgleichungen: 
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uu‘ 2.2 0’ ca a0) 
BER IC —M +7 — 1 
(u’—x”)’ ‘ Ouox ou O% 
Q Ah, a nn da 5 0m a0) 
(18.) tt ER) + 4 ze 
(K—a’) 1 oxrc4 cx oJ 
x 00 ..2.00 | 120) FR ew 
— 3 2 2 ‚|xx: 7 + AA, uU, — 2(4 + ul | 
w—Aur--„"L CA O4 Top Ox 
xx‘ ac eW 
—, I A 2 )—— + —%- 
(„— AL. ’ Orch O% oA 
ı r N? 7} 1? 
(19 \ ul, 2% N CC Oo „oO 
y.) ra HR) ara tar 
u (a’—4”) R : olocu ch OU 
) i 0OW) , ..9 cw ‚co 5) - "() 
= — ———; 124 HM, + uu —- —2(2 + u —1)w 
Nut’ —) o% o4 ou “ ı 0 
Ihn 2 nn 0 dw „dw 
—— — (EA) tu —h- 
Ce u) “ okoU ch cu 
FE ur” FR x 0’ 0 ei 
20.) _ |) Ä +% — —U- 
\ ’ (% u )L° "cu0x ou 0% 
Wu 00  ..,00 ‚00 5) cv) 
BE — og 12%; AA, ru, — 2x / l\)wI— 
B—a A — m O4 [@) OU OU 
2 R 2)? . 2 mie £ 233 2 2 . 
31 , 00 ah, u, 3 I — 1 \ oW Ah, 0w u u eo 
21.) 2, , - m a9 ) I » 2 u: N BE > ) na > 4 
c# Mi u —ıa Bi 70% kK—a oA u “ cu 
n2 y 2 a9 .. > ui > ‚ 
99 \ 72 0007] ( Au? hr, I —1 \ cw ul, co Ah, OU | 
— a —— 2 ET 5  r as, ® 2 ‚vs: 5 a2 =), 
oh u—4 e—l. ) + ok BR Om 4 04 
BR o’w / ur” u)” DBu’—IN\ 0Ww “a  0W )4 0, 
.)2 2 Der [ f pr" | 2 \ Zu MN. 
zo. a WO: Dee 2 2 + 12 , 7 ‚; er 2 2 3 29 1 ton. 
cu %“ —- U A—M u 7 cu “— MT 0% A—un oA 


Von diesen sechs Gleiehungen sind nur fünf von einander unabhängig. Eine 
der drei ersten folgt aus den andern beiden. 
$ 2. 

Wir gehen jetzt zu der allgemeinen rationalen Transformation zten 
Grades über. Die Argumente und Moduln der transformirten Thetafunetionen 
bezeichnen wir resp. durch e;, ®;; Ti, 7... 7. ferner die den Grössen #,, 
1,2, 4, u, K,, K,. © entsprechenden Grössen dureh «,, @,, e, I. m, (,, CO. ©". 
Dann leisten die sechs Grössen ©" genau analogen Gleichungen „enüge 
wie die Grössen &. Wir erhalten die ersteren aus den letzteren, indem 
wir in denselben an Stelle von w, z, 4, u resp. w', e, I, m setzen. Wir 
wollen das auf diese Weise entstehende Gleichungssystem das System A 
nennen, Ferner bestehen dann Relationen von der Form: 


«= Mu,+M,u,, 


! 


2, = M,u,+M;u.. 
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Setzen wir: 





M,M,—-MM, = M, : 
so tritt die Grösse M an die Stelle des Multiplieators bei den elliptischen | | 
"unetionen (Siehe Mathematische Annalen Band 20). 

/wischen ihr, den ursprünglichen und den transformirten Moduln 
besteht dann, wie der Verfasser nachgewiesen (Siehe Acta Mathematiea Mi 
Band IID, die Relation: N 

ur. ch Ay Kun) F 
e.I.m.c’ U’ .m’.li.mi.m? di 


wobei ist: u 


oc el om 


or 0x 0% 


F oc cl om 
I 06 a 
oe ol em 

cu Cu Au 


Nun bestehen aber die Relationen: 
M,K,+M,K;, = wC.+@0:+@0:+0;C,.M;K ,-+-M;K;, = a0, +a,C,,+a,05+a,C),. 
M K; +MK, - b,C,, 1 b,C,+b,0,.+ b,C,,.M,K + M,K,, — b,C,,-+b, "2 +b.C0.+b,C | 


MHuR;.4 HK); Cu cl. +60+ c,0,.M,K;; -M;,K,, = CCr+C,C»+0,05- GC 


H K\, 1 MK,, d,C,.+ d,C,.+d,0,+d;0,,.M;K,,+M;K;; . d,C,- d,C,+d,0,-+ d,C. . 
wobei die Grössen a, b, ce, d die 'Transformationszahlen bedeuten. 

lieraus folgt, wenn wir noch den Zusammenhang erwägen, welcher 
zwisehen den Grössen 7 und den Grössen K,,, K’, einerseits, den Grössen 7 


und den Grössen C,, C., andererseits besteht, dass wird: 


Y Y ME. r 1 > ’ 
G,0,—0,,6,, un k,,Kh.,- K;K,, 
M A 

wobei ist: 

A (A,raz1 14 AT 5, (b,+b; T,+b:T;;) — (bu+b,rT,,+b; 12)(dı+4;,T72 +0; In 
oder auch: 

n“ 
A 


a 33 BE: BR Bar: rs 54 u: 
(L, GT, b,r,,)(d,—a;T,, b,T,,) (d, q,T,, b,rT,,)(e, a,T,, b,T,,) 


Ga —C 


Fr 


Hieraus folgt, dass r sich linear aus den Grössen & zusammen- 


setzen lässt, und zwar sind die Coeffieienten numerische Constanten. Daraus 


aber folgt, dass die Gleichungen (18.)—(23.) richtig bleiben, wenn an Stelle 
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’ 
von @ gesetzt wird 2 Wir wollen das auf diese Weise entstehende 
Gleichungssystem durch B bezeichnen. 

o leistet dann dem Gleichungssystem A und dem Gleichungssystem 
B genüge. Dieselben gelten ihrer Form nach gleichmässig für alle T'rans- 
tormationsgrade, da die einzige auf den Grad bezügliche Grösse » sich 
torthebt. 

Die Elimination von ® aus den definirten 12 Gleichungen ergiebt 
dann eine Reihe von Differentialbeziehungen zwischen den ursprünglichen 


und den transformirten Moduln., w. z. b. w. 


Rostoek. den 14. Juli 1883. 














Ueber die principale Transformation der Theta- 
funetionen mehrerer Varlabeln. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


In einer im Monatsbericht der Berliner Akademie vom October 1866 
und nachher auch im 68. Bande dieses Journals abgedruckten Arbeit hat 
Herr Kronecker das Problem behandelt, „die Bedingungen zu ermitteln, 
unter denen die von Herrn Weierstrass mit 7,, bezeichneten Parameter der 
T'hetafunetionen transtormirten Parametern 7,, gleich werden“. Mit Hülte 
einer merkwürdigen Beziehung, welche er zwischen den Transformationen 
der Thetafunetionen und den „eongruenten Transformationen bilinearer 
Formen" sefunden hat, ist es ;hm in seiner eitirten Arbeit gelungen. die 
Parameter r,, durch o Wurzeln einer Gleiehung 2oten Grades auszudrücken. 
wobei er sich zunächst auf den Fall beschränkt, dass diese Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln hat. Nachdem er die Lösung der Aufgabe entwickelt 
hat, hebt er hervor, dass nicht alle daraus resultirenden Werthe der Para- 
meter 7,,; die für die Convergenz der 'T'hetareihen nothwendigen Bedingungen 
erfüllen; er hebt ferner hervor, dass, wenn die Gleichung gleiche Wurzeln 
enthält, die Grössen 7 theilweise unbestimmt bleiben, d.h. dass in diesem 
Falle gewisse Funetionen von einer oder mehreren Variabeln existiren, die 
für 7,, gesetzt der Aufgabe genügen. An diese Bemerkungen anknüpfend 
hat Herr Weber (Amnali di Mat. Ser. II, tom. 9, pag. 140) gezeigt, dass, falls 
die charakteristische Gleichung der gegebenen Transformation lauter ein- 
(ache Wurzeln hat, ihr höchstens ein System von singulären Parametern 
entsprechen kann, das zugleich der Convergenzbedingung der T'hetareihe 
genügt. Aber, fährt Herr Weber fort, „es existirt, wie Beispiele zeigen, nicht 
immer ein solehes Grössensystem“. Ich habe mir daher die Aufgabe gestellt. 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen zu ermitteln, denen eine 
Transformation genügen muss, damit sie für gewisse Werthe der Parameter 


'., eine „principale Transformation‘ sein könne, d.h. eine solche Trans- 
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formation, bei welcher die transformirten Parameter 7,, den wursprüngliehen 


r,; gleich werden. Die Lösung ergiebt sieh fast unmittelbar aus einer 


g 
merkwürdigen Umformung der Beziehungen zwischen den ursprünglichen 
und den transformirten Parametern, die für den Fall von zwei Variabeln 
schon Herr Hermite (Compt. end. tom. 40, pag. 785.) angegeben und all- 
semein Herr Laguerre (Sur le caleui des systemes lineaires, Journ. de ce. 
pol. eah. 42, pag. 215.) ausgeführt hat. 

Nachdem ich in $ 1 und 2 einige Hülfssätze aus der Algebra der 
bilinearen Formen und der Theorie der Thetafunetionen vorausgeschiekt habe. 
entwickle ich in $ 3 die ceharakteristischen Eigenschaften einer prineipalen 
Transformation, und zeige dann in $ 4 und 5. wie man für eine den vefun- 
denen Bedingungen genügende Transformation alle Systeme von Parametern 
finden kann, die den transformirten gleich werden. In den folgenden Para- 
sraphen gebe ich lediglich weitere Austührungen der vorhergehenden Ent- 


wieklung, und erläutere endlich die Theorie an einigen einfachen Beispielen. 


Ss 1. 
Sind e,;s und e,, eonjugirt eomplexe Grössen und ist e,, reell, so 
lässt sich die bilineare Form 
= 2104%.4s 


. u | 


a,D 


in ähnlicher Weise behandeln, wie eine quadratische Form mit reellen 


Coeificienten. (Hermite, d. J. Bd. 53, 8. 183: Christoffel, d. J. Bd. 65. 8. 259. 


Sind x, und y, eonjugirt eomplexe Grössen, so ist der Werth der Form 
reell. Dureh Substitutionen 


2 = Be,8,. y„»=Zb,y,; 


” 


in denen a,, und b,, eonjugirte Complexe sind, geht C in eine Form der 
neuen Variabeln über, in welcher wieder die eonjugirten Üoeffieienten 
eonjugirt complexe Grössen sind. Nennt man diese Form, falls die Sub- 
stitutionsdeterminanten von Null verschieden sind, der Form C ägquivalent, 
so ist C einer Form von der Gestalt 


— I yr » 
G u — 7, Ya, +1 TıY.« 


“x (X 


Y 


äquivalent. In diese Normalform kann C auf unendlich viele Arten trans- 


formirt werden. Wie dies aber auch ausgeführt wird, so haben doch die 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 3. 34 
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beiden Zahlen y und r immer dieselben Werthe. Die Zahl r ist der Rang* 
des Systems der Coetfieienten von C, das ich gleichfalls mit C bezeichne. 
die Zahl g heisst der Trägheitsindex von €. 


Damit zwei Formen äquivalen 
seien, 18t 


es nothwendig und hinreichend, dass sie denselben Rang und Träg- 
heitsindex haben. g und r sind also die einzigen Invarianten einer solchen 
Kormenklasse. 

Ich bediene mieh im Folgenden der symbolischen Methoden für di 
Zusammensetzung linearer Systeme, die ich in meiner Arbeit Ueber lineare 
Substitutionen und bilineare Formen (dieses Jourmal Bd. 84, Seite 1) 


ENT- 
wiekelt habe. und werde diese Arbeit mit L. 


eitiren. Ist A irgend eine 
Form oder ein System, so bezeichne ieh mit A, die Form oder das System. 
das aus A entsteht, indem man jeden Coeffieienten durch den eonjugir 
complexen Werth ersetzt. Ebenso bezeichne ich, wenn m irgend eine Grösse 
ist, mit m, oder m’ die eonjugirt complexe Grösse Dann ist die oben 
betrachtete Form € durch die Gleichung C,= C oder G,=C definirt, d.h. 
die eonjugirt complexe Form ist zugleich die eonjugirte Form; und dureh 
eine Substitution mit dem Coeffieientensystem AR und die conjugirt eomplexe 
echt aus C die Form R,CR hervor. Ist RROR=G die Normalform, deren 
Coetficienten reeli sind, so ergiebt sich durch Vertauschung von ö mit 

RCR,=@G. Daher sind C und ©, beide der Form @, also auch unte: 
einander äquivalent. Istr=n, also die 


so ist CO T'= CO VOC", also sind C' und = äquivalent. Demnach 
hat © denselben Trägheitsindex, wie (©. 


N 
Determinante von CE nieht Null. 


Eine Form, die für conjugir! 
complexe Werthe der entsprechenden Variabeln nicht verschwinden kann, 
ohne dass die Veränderliehen sämmtlich Null sind, heisst eine definite Form, 
eine positive, wenn sie beständig positiv, eine negative, wenn sie beständig 


Damit C eine positive Form sei, ist es nothwendig und hin 
reichend, dass gern ist. 


negrati\ Ist. 


Sie kann dann in 


A 


transtormirt werden, und die reciproke Form C”' ist ebenfalls eine positive 
Form. Ist e,,;= e,, reell, und ist Ie,,z,2,; eine positive quadratische Form 
mit reellen Variabeln, so ist auch Ie,,x,y; eine positive Form im obigen 


Sinne. Ist = —ec;, rein imaginär, also e.=0, so ist der Rang r eine 


verade Zahl, und es ist 29g=r. Denn da die beiden Formen C und CO, = —Ü 
*) Wenn in einem System alle Determinanten (r-H1)!® Grades verschwinden, die 
- 


" Grades aber nieht sämmtlieh Null sind, so nenne ich r den Rang des Systems. 


h: 


tu 
R 
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äquivalent sind, so ist auch die Normalform @ von C äqnivalent —@. Beide 
haben also denselben Trägheitsindex g=r-—q. 

Von besonderer Wiehtigkeit sind die eonjugirt eomplexen Substi- 
tutionen, welche die Form E in sich selbst transformiren, also der Gleiehung 
R\ER=E oder 

1) ' Be E 
genügen. Ist AR reell, so ist sie eine orthogonale Substitution. Von einer 
solehen habe ich (L. $ 12) gezeigt, dass die Wurzeln ihrer eharakteristischen 


Gleichung alle dem absoluten Betrage nach eleieh 1 sind, und dass ihre 


eharakteristische Determinante in lauter lineare Elementartheiler 


erfällt. 
Vgl. Stichelberger, Ueber reelle orthogonale Substitutionen, Proeramm der 
polyt. Schule Zürich, 1577.) Der dort angegebene Beweis 


’ ! 
.. 
d 


ASS! ich aber 


ohne die mıindeste Abänderung auf das hier betrachtete alleemeinere Svstem 


R übertragen, und man erkennt so, dass die charakteristische Funetion von 
R die nämlichen Eigenschaften wie die einer reellen orthoronalen Substi- 
tution hat. Ist allgemeiner Ü eine positive Form. so kann sie in E trans- 
formirt werden, es kann also ein System K vefunden werden, das der 


Gleichung C = KAEK = |K,K genügt. Ist S eine Substitution, die C in sich 


selbst transformirt, ist also S, CS =(Ü, so ist S:K,KS= K,kK. oder wenn 
man KSK'—=R, also K,' ’S,K R, setzt. R,fi F. Da Rund S ähnlieh 
sind. so stimmen ihre eharakteristischen Determinanten in den Elementartheilern 
iberein. S0 ereiebt sich der tür die folgende Untersuchung un Iamentale Satz: 

I. Wenn eine Substitution nebst der conjugirl complexen Substitution 
eine posilive Form, in welcher die conjugirten Coefficienten conjugirt complexe 
Grössen sind, in sich selbst transformirt, so zerfällt ihre charakteristische 


Determinante in lauter lineare KElementartheiler und verschwindet nur für 





Werthe vom absoluten Betrage 1. 
Zum Schluss entwiekle ich noch einen Hülfssatz über Schaaren bili- 


nearer Formen, den ich im Folgenden gebrauche (Vgl. Stickelberger \. ce. $ 7 


SL: 


ll. Verschwindet die Determinante der Formenschaar 


A+rB = Z1(a,-+rb,)&2=Y; 


af 
für r=0 genau von der m’ Ordnung, und sind die dieser Wurzel ent- 


sprechenden Elementartheiler alle vom ersten Grade, sind ferner 


Ta “4 . . . cz 


“OL 4 Peru 2° (e=1, 2,...m) 
m unabhängige Lösungen der beiden Systeme linearer Gleichungen 


34* 
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oA oA 
— =) und - zu; 3, Q=1, 2...) 
oyı Or 
und ist 
EBEN 
B.; Ei b,; I ax Aks 
P4 


oh 
so ist die Determinante m’ Grades B,, von Null verschieden. 


will ieh mieh auf den Fall beschränken, den ieh alles 
Folgenden brauche, wo die Determinante „tn Grades A+rB  nieh 
identisch verschwindet. Zufolge der Voraussetzung über ihre für r=0 
verschwindenden Elementartheiler ist der Rang von A gleich »—m, und 


daher hat jedes der beiden obigen Gleichungssysteme 
L,ösungen. 


jeim Beweise 
im 


genau m unabhängige 


Man wähle nun die Grössen r,, und y 


„, fürreae=m+tl,...n so. 
dass die Determinanten »ten Grades 


x,,; und y,, nieht verschwinden, und 
transformire A+rB dureh die Substitutionen 


7,= rd, meet, 
in =(A,trB,)Ä,Y. Dann ist 
Au > Aue hın un au Au Yr1) = = Yi a, Luz) 
und mithin ist A,=0, falls eine der beiden Zahlen « oder v 


m Ist. 
Daher enthalten alle Elemente der m ersten Colonnen der Determinante 


selbst den Factor r”. und 


A,,+rB,,| den Factor r, und sie 3 der andere 
Factor redueirt sieh für r=0 auf das Produet der beiden Determinanten 
B.,\.|A,s| (a, P=1,...m; y, ö=m+l,... nn). Die Determinante der 
transformirten Formenschaar ist aber gleich dem Produete der beiden Sub- 
stitutionsdeterminanten in die Determinante der ursprünglichen Schaar. In 


dieser aber ist, da sie für r = 0 genau von der mten Ordnung verschwindet, 
der Uoeffieient von r” von Null verschieden, und mithin kann die Deter- 
minante \D,; nicht verschwinden. 


82. 
Ist Glan, ...%,, 9,...2,) eine ganze Function zweiten Grades von 
29 Variabeln, und setzt man für »,, ... », alle Systeme ganzer Zahlen 
von —»o bis +x, so ist 


\ (alu yudl ,, M got.) 
() (a, ’ ...» u — B e | f | ö 


) —— 
u / 


die allgemeinste Thetafunetion von go Variabeln. (Vgl. Schottky, Abriss 


einer T’heorie der Abelschen Funetionen von drei Variabeln.) Damit die 
eihe eonvergent sei, ist nothwendig und hinreichend, dass, falls 


G — ins TopN.Nst ISO EN Ur 
“sr r» 


k 
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und 7,3 = Q,5+iw., Ist, die Form F= >w,;n,n;, eine positive Form ist * 


Ist ferner die Determinante oter Grades o,; —=V, so wird die Funetion, ab- 


. x . » (' . y . vor 
vesehen von einem Exponentialfaetor e aus einer alleemeineren T'heta- 


{unetion erhalten. indem man für deren Variabeln lineare Funetionen von 


o anderen Variabeln mit verschwindender Determinante setzt. Ich nehme 


daher an. dass diese Determinante von Null verschieden ist. Die den 


Variabeln a,, ... a, entsprechenden 20 Systeme simultaner halber Perioden 


Day... 85 (P=1. ... 20) der Function 9 sind aus den linearen Glei- 
chungen 

en" VW du h 

(1. = O0: = Eups | Ä ) 

(2.) <s W.; T; fl no: Vo 
zu berechnen, wo &;= 1 oder Ö ist, je nachdem « und 9 gleich oder ver- 
schieden sind. Aus den Gleichungen 

(3. Ei = Zu, 


ergeben sieh zwischen diesen Perioden die Relationen 


4) (0,0 — W5; 0. 
x / j} 5 da oYr u,0 + / | fi 


) 
I. 
i 


Da 0o,,; von Null verschieden ist, so ist es nach (1.) auch w,;. Um 


die Convergenzbedingung der T'hetareihe durch die Perioden auszudrücken, 
setze ich 
(9.) 2 (0,0), -0,,,,0%) = —2ie, 


also el; = c,,. Mind z,, ... x, eomplexe Variabeln und ist 
%y' 





u a I Dr 9’ 
(£ 
so ist nach (2.) 
x (0) 9,0) ,0) 
Vz ew, Ti, DH, Tı 
4 7 x 
und mithin 
a en R AN nr Eur  .L (ON _ y/. (0) „() (0) 
at BE ZA | a A p a WW, | 0), 2 0; ’ u . L ); WW), Un; — (1) u), en 
u,p b P “ FAR 
u a N 0) 
—  \T,,;— 1,,)9, w; . 
».. 
also 
(A. Sn > A nn a nr 
6b. — (3 Hi & :E ß — u ı 2. ( „te 2 
W,; u. 
. . . 7 Y .. . ® . 
und mithin ist die Form C= Fe,;2,y;, in der e,,» und e,, eonjugirt com- 


plexe Grössen sind, eine positive Form. 


) Nach einem Satze des Herrn Weierstrass (Berliner Monatsberiehte 1858) 
schwindet die Determinante |g.3+rw.s| nur für reelle Werthe 
r=t von Null verschieden. 


ver- 
von r, ist also für 
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Ist umgekehrt ein System von 20 Grössen ®,; gegeben, das den 
(Gleichungen (4.) genügt, und für das C eine positive Form ist, so lässt sich 


eine eonvergente T'hetareihe bilden, welche diese Grössen zu halben Perioden 
hat. Zunächst ist die Determinante ot! Grades ‚w,, von Null verschieden. 





| 
enn sonst könnte man den Variabeln x, Werthe beilegen, die nicht sämmt- » 
lich verschwinden, tür die aber die o linearen Funetionen &, A =1, ...o 
alle Null wären. Dann wäre auch &{” =0, und folglich würde W 
Go > 010,4, @) ') 2 
verschwinden, wider die Voraussetzung. Daher kann man "aus den Glei- 
chungen (1.) und (2.) die Grössen o,,; und r,; bereehnen. Setzt man dann 
in (4) für ©..+, seinen Werth aus (2.) ein, so erhält man | 
0,05 8 Tai) == 0), d 
und mithin, weil @,s von Null verschieden ist, 7,,=r,. Da ferner 
D,, ... 0, 9 von einander unabhängige Variabeln sind, so ist nach (6.) die 
bilineare Form Fy,,o,o,’ mit eonjugirt complexen Variabeln eine positive 2 
Form, also auch die quadratische Form Fw,;»,n, wit reellen Variabeln. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Convergenz der 'V’heta- 
reihe besteht daher darin, dass C eine positive Form ist. In dieser für die 
Transiormationstheorie besonders bequemen Gestalt ist sie schon von Fie- | \ 
mann (Abelsche Funetionen $ 21) angegeben worden. (Vgl. auch Sehläfl, ' 
dieses Journal Bd. 76, 5. 155, sowie den dieses Journal Bd. 94, 5.9 eitirten 
Satz des Herrn Weierstrass ) Durch conjugirt eomplexe Substitutionen kann ' 
die Form C in E=Ir,y. transformirt werden, in der &,3 = &; Ist. Eine 
lineare Transformation der Variabeln x, kann aber durch die contragrediente | 


Transformation der Variabeln x, ersetzt werden. Da durch eine solche die 


T'hetafunetion wieder in eine Thetafunetion übergeführt wird, so gilt der Satz: 


(v 
tee] 

Ill. Die Variabeln einer Thetafunction kann man so wählen, dass 
swischen ihren Perioden nicht nur die Gleichungen (4.), sondern auch die 
Relationen 


(7 . x / (0) Ber (ON Be .); 
£ mM u Wr Vo +1 Do N aWw3,) | ws 2i €a8 
bestehen. 
S 3. 
Die Relationen zwischen den Parametern 7,,; und 7,, zweier T’'heta- 


(unetionen, deren zweite durch eine Transformation »! Ordnung aus der 


ersten enisteht, ergeben sich dureh Elimination der 0° Grössen «,; aus den 


ap 








Frobenius, principale Transformation der Thetafunetionen. 


Gleichungen 
N y en x  . 
(1.) a,,H ZT Map, Au Tin la 


Zwischen den in diese ltelationen eingehenden ganzen Zahlen a,; bestehen 


die Beziehungen 


' 


(2.) 2(a,.0,3,8 0,41. 05) > Ni,s, Z(a,;4;,,7—4,,,;,4 mi 
[2 = " ® . er / ER ; 
wo 123 —+] oder —1 ist, je nachdem 0 +0 oder 0 Ist, und in jedem 
andern Falle ö,=0 ist. Ist J das System der 4o’ Grössen i... so ist 


vel. d. J. Bd. 89, 5. 40.) 
4 Ver ES ER J. 

Ist A das Svstem der do Zahlen d,>. SO nenne ich die Transformation. 

Parameter 7,, in 7,; übergehen, der Kürze halber die 

Die Formeln (2.) können dann 


u: See: A 


. 


dureh welehe die 
in 


Transformation A. 


zusammengefasst werden. 
Sei nun in leicht verständlicher Bezeichnung (vgl. Laquerre ]. «. 
A B \ E (E () \ J () EN 


A 4 v -— v/“ ’ a 
ir \0E \E 0/ 
wo die grossen griechischen Buchstaben Systeme von o° Grössen bezeichnen. 


nämlich EZ die Grössen &,,, die gleich 1 oder O sind, je nachdem « = / 


ist oder nicht, „/ die Grössen a,; (a,9 = 1,2,... 0), PB die Grössen a, ,.s U.8. W. 
und wo 0 ein System von o° verschwindenden Elementen ist. Die Systeme 
2., 9., 4. Quadranten des 


/, B, IT, 4 nenne ich der heihe nach den 1., 2., 3., 4 


Systems A. Da 


Be 
A = (op) 
ist, so folgen aus (4.) die helationen 
AT-TA=0, AB—-BA =Q(, 
ai PAD TF4-a7 =, 
I Tra-rB=ub 4A4-BI'<uE, 





SA—-BIlI=nE, 44-IB =nE. 


Sind M, T und 7 die Systeme der Grössen ,s, 7,5; und 7,;, so ist den 


(Gleichungen (1.) zufolge 
(6) A+TT=M, 


[re 


B+T4= MT. 

















m 


Frobentus, 


prineipale Transformation der Thetafunctionen. 
Durch Vertauschung von © mit —i ergiebt sich daraus 


/+T,T=M, B+TN4=M,T,. 
und mithin ist 


‚ET,,AB, ,M MT 


| he Ber 0 e I 
Er \Ts#) \M MT’ u.) eh 
oder wenn man 


4 Ei, M 0 
p gr 2.) P =(yT) Mer m.) 


Setzt, 

P Zu > 
(.) PA= HP. 
Ist MH ein (zerlegbares) System, 


verschwinden, so ersetzt diese Gleichung die Beziehungen (1.) zwischen 
| 


den Parametern 7,,; und 7,; vollständig. 


st 


re. Jb 4 N ” 


Var rauen) Bo ae ae ET U} 


T—-T, 0 Ww 
und mithin kann, da 9 eine positive Form ist, die Determinante von P nicht 
verschwinden. Naeh (7) ist daher 
von 4 von Nuli verschieden. 


so 181 


die Determinante von M, also auch die 
Aus den Gleichungen (6.) und den Relationen 
©. IS‘—-TI'=nM", —-—B+T4=nM"|T, 


die sieh mit Hülfe der Formeln (5.) aus ihnen ableiten lassen, folgt daher. 


beiden Parametersysteme 7,; und 7,; 


dass sich jedes der aß „a durch das andere 


rational ausdrücken lässt. 


Aus (6.) ergiebt sich dureh den Uebergang zu den eonjugirten und 


eonjugirt eomplexen Systemen, weil das System 7 symmetrisch ist 


+" T=M,, B'+4T,= T,M,, 
und mithin ist 


UCT-T)M, = (MT)M|—-M(T,M))=(B+T3Y44+ 1 T)-(A+TTYB+4T 
= (BA AB" TCAL_TB)HBI-ASTATAT-TIT, = aT-T, 
lei 
(9) M#YM=n#. 
Haben die Parameter 7,; solche speciellen Werthe, dass 7,; = r,; ISt 


so heisst die "Transformation A eine prineipale Transformation”) Ar T ein 


) 


singuläres Parametersystem. 


*) Vergl. oben =. 264 


in welchem der zweite und dritte Quadrant 


We 


T 


)): 


ın 


nl 
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IV 
=] 
. 
w 


In diesem Falle wird der Gleichung 
(10) MYPMı—=n®P 


zufolge die positive Form 7 durch die Substitution 
RZ 
complexe in sieh selbst transformirt. Daher zerfällt nach Satz I. die Deter- 


7 und die conjugirt 


minante ‚M—rE in lauter lineare Klementartheiler und verschwindet nur 
für Werthe, deren absoluter Betrag gleich Ya» ist. Dasselbe eilt von der 
eonjugirt eomplexen Function M,—rE, also auch von der 


des Systems 


Determinante 


| 

0) M —rE& 
weil die Elementartheiler einer zerlegbaren l>eterminante die der einzelnen 
Theile zusammengenommen sind (L. $6, 2: vgl. auch dieses Journal Bd. 86, 
S. 164). Nun ist aber nach (7.), falls 7’= 7, also P=P ist. 

(11) A-rE = P"(M-rE)P. 
Daher sind die Systeme A und M ähnlich, und folglich stimmt die Deter- 
ıninante 
(12) g(r) = \A-rE 

mit M—rE in den Elementartheilern überein. Daraus folet: 

IV. Wenn eine Transformation für ein bestimmtes Werthsystem der 
Parameter eine principale Transformation wird, so zerfällt ihre charakteristische 
Determinante in lauter lineare Elementartheiler und verschwindet nur für 
Werthe, deren absoluter Betrag g’eich der Quadratwurzel aus dem Trans- 
formationsgrade ist. 

Hat also die Gleichung g(r) = Ö reelle Wurzeln, so müssen dieselben 
sleich +1» sein. Ist ferner m eine complexe Wurzel, so ist, da die Uoet- 
fieienten von g(r) reell sind, m, = — die conjugirt eomplexe Wurzel. Das 
Produet dieser beiden Wurzeln ist die positive Zahl ». Das Produet aller 
Wurzeln der Gleichung y(r) =V ist A=n° (dieses Journal Bd. 89, 8. 41). 
also positiv, und mithin ist auch das Produet ihrer negativen reellen Wurzeln 
pesitiv. Folglich ist die Ordnung der Wurzel —I» eine gerade Zahl, und 
da der Grad von y(r) gleich 2o, also gerade ist, so muss auch die Ordnung 
der Wurzel +)» eine gerade Zahl sein. Sind also die Wurzeln der Glei- 
ehung y(r)=V alle unter einander verschieden, so kann keine von ihnen 
reell sein. 
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4. 
Ehe ich dazu übergehe zu zeigen, dass die oben als nothwendia 


un 


erkannten Bedingungen der prineipalen Transformation auch hinreichend sind. 


will ich die dureh die Gleichungen 


(1.) Ad,at ZTu4,, FE 





Up, U a,o t PT T ei dl ,4 1,04 ß un: u U5,T33 


bestimmte Beziehung zwischen den beiden Systemen A und 7 genauen 
untersuchen. Seien m und m zwei (verschiedene oder gleiche) Wurzeln 
der Gleichung g(r) =, und ®, und (A=1,2,...20) Lösungen der beiden 
Systeme linearer Gleichungen 

(2.) 3” 


= 'o,a,;,= mw; (B=1,2,..2%) 
FA 

und 

! ! 

S"W,0,, = mw;. 
. I 

Dann ist 

! y', a ' _ N] a ” 
mm _ (ur W, +ß W, + 0 ;) — . ” "@: ‚o.(Z Q, 5A u,04 3 Ad). +ß a 
r 


3 
== =n2 (0,0, 41—0,,,0;), 
und daher entweder mm’ = n oder 
(3.) (W940, ‚@;) = 0 (mm). 
Da nach (2.) auch S zo) a, = m,o\) und da mm, —=n ist, so ist fole- 
lich auch 


(9% >) ur (0) Ei 
(3*,) = (wi; w,, — 0,0; = (m +m), 
Ferner ist 
y / a A 222 yo e / y 0 je \ 
ME (Aw Aa @;) = 20 Sa Mur), 


Pe 


also 20,,., wenn 29, und —no,_,, wenn @« >e ist. Mithin ist, da 


mm, —n Ist, 
4 (d.; >> u —— 
4. — (0,47 U4 0; )= = MW, 405 - (G,+a, +2 R,r0,0+1 vo) —- mW. 


Multiplieirt man also die Gleichungen (1.) mit ®,,;,,; und —w, und addir 
sie, so erhält man 


/ ‚ u y 
MO E90 Tr) = EU 5D,; 7 Op Tigers 
4 b ı’ v Ps - 


oder wenn man in der letzten Summe 3 und 4 vertauscht und 


(D.) - WT TO, = Wp 
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setzt, 
(6.) mw, = Su,w.. 
P 
Sei nın m eine $-fache Wurzel der Gleichung |M—rE = 0 und eine 


n-fache Wurzel der Gleichung | M,—rE =0, also nach Formel (11.) : 

eine $+n = C-fache Wurzel der Gleichung A—rE =0. Da die Klementar- 
theiler dieser Determinanten alle linear sind, so ist der Rang des Systems 
A-—-mE gleich 20—{ und der von M—m,E gleich dem von M,— mE, also 
oleich 0—n. Mithin haben die Gleichungen (2.) Z linear unabhängige Lö- 
sungen &, (A=1,...20), und aus diesen ergeben sich mittelst der Formeln 


u: Js 
(3.) ebenso viele Lösungen w; (?=1,... 0) der Gleichungen (6.). Da dies 


aber nur n linear unabhängige Lösungen besitzen, so müssen zwischen den 
5-+n so erhaltenen Systemen von je o Grössen w, mindestens S lineare 
Itelationen bestehen. Da man die E Lösungen w, dureh & beliebige unab- 
hängige lineare Verbindungen ersetzen kann, so kann man dieselben so 
wählen, dass $ der entsprechenden Systeme von o Grössen , verschwinden. 
Nennt man also diejenigen Lösungen &, der linearen Gleiehungen (2.), tür 


welche @;=0 oder 


ist, Lösungen erster Art, so entsprechen der Wurzel m mindestens < solehe 
Lösungen. 

Die Lösungen erster Art haben einige von den Werthen der Para- 
meter 7,; unabhängige Eigenschaften. Sind ©, und ©, zwei solche Lösun- 


[3 


gen, gleichgültig, ob sie derselben oder verschiedenen Wurzeln der Glei- 


ehung Y(r) =0 entsprechen, so ist auch OT = @,;,; und daher 
AN it y', i „2' ' L % 
* = (w, 2042 0,4, 0,) = 9,0,7,79,0,T,.) 


also weil 7, =T,, Ist, 


(8.) 2 (0, wo 0,0) =. 


o+4 


Ist ferner w, eine Lösung erster Art, so folgt aus (7.) und der eonjugirt 
eomplexen Gleichung Fo)” 7} = wi) ;: 


» 0) 0) ( ) 
- (w.w),—0,,,0) = SW, ww w;r;,,) 
= Er) 7,)w,w0 = -AiEy,o,0, 


und «daher ist 


(9.) 5 ‚(w; w, NW, ‚wi ?) 


4 


35* 
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niemals negativ und kann nur verschwinden, wenn die Grössen ®&, (21, .. 
also nach (7.) auch die Grössen w,, 


Seien etwa 


(10.) WW. gain, 2... 2 


- 


> 


der Wurzel m entsprechende unabhängige Lösungen erster Art und sei 


v/ (0) (0) „aa $): 
= WW; DV ,04 "Ya W . 0 4 Fi W3, ) _—— u oo ); C43 D 


also ce) =c,,. Sind ferner z,, r: eomplexe Variabeln und ist 


„en . 
— 1 Ua Var zu WW, 
a 
so It 
v ().__ De ERBE’; „ SORERR 0) __ _9% 
= (00 0,0 )= -2iSi0,,0.15 = - MA. 
3 a,» 


Die Form X ist also niemals negativ und verschwindet nur, wenn die 20 
(Grössen @, sämmtlich verschwinden, also da die 5 Lösungen (10.) unab- 
hängig sind, wenn die Variabeln x, alle Null sind. Mithin ist X eine posi- 
tive Form vom Range S. 

Die Grösse m, (die, falls m reell ist, gleich m ist) ist eine 7-fache 
Wurzel der Gleichung |M—rE, = 


oO 


0, und folglich giebt es mindestens 77 der 
Wurzel m, entsprechende Lösungen erster Art, d.h. Lösungen der Glei 
ehungen 

Swi a = mwN, 


[2 


die zugleich den Bedingungen 


De) De FR (0) 
+ ww, T)8 = ww, HB 


genügen. Die eonjugirt eomplexen Grössen sind demnach Lösungen deı 


Gleichungen (2.), für welche 


f“ 
/ h. | 0 HP 


11.) Zorn = w 


Ieselben sollen Lösungen zweiter Art genannt werden. 
zwei derselben besteht die Beziehung (8. 


) 

f 
(8 
\ 4 


Zwischen je 
Der Ausdruck (9.) ist für jede 
solche Lösung negativ und nur dann Null, wenn die 20 Grössen ®, sämmt- 
lich verschwinden; und für eine lineare Verbindung von 7 solehen Lösun- 
gen mit veränderlichen Coeifieienten ist er eine negative Form —Y von 
Variabelnpaaren. 

Die Lösungen erster und die zweiter Art sind linear unabhängig von 


einander. Denn sonst wäre eine lineare Verbindung der Lösungen erster 


Oo 
„ sämmtlich verschwinden. Ich will 
nun die verschiedenen Lösungen der Gleichungen (2.) durch Hinzufügung 
eines ersten Index von einander unterscheiden. 


u 
h 


S{ 
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Art einer solehen der Lösungen zweiter Art eleieh. Nun ist aber jede 
lineare Verbindung der Lösungen erster (zweiter) Art wieder eine Lösung 
erster (zweiter) Art. Es gäbe also eine Lösung, die zugleich von der ersten 
und der zweiten Art wäre Dies ist aber unmöglich, weil der Ausdruck 
(9.) für die Lösungen erster Art positiv, für die zweiter Art negativ und 


beide Mal von Null verschieden ist. Da nun S+n7=ZL ist, so giebt es 
folglieh nicht mehr als S (7) Lösungen erster (zweiter) Art, und diese zu- 
sammen sind & linear unabhängige Lösungen der Gleichungen (2. 

Zur Bestimmung der Lösungen erster (oder zweiter) Art muss man 
ausser der "Transformation A auch das Parametersystem 7° kennen. Ist nur 
A gegeben, so existiren mitunter mehrere den Gleichungen (1.) geniwende 
Systeme 7 und für zwei verschiedene 7 können die einer Wurzel m ent- 
sprechenden Systeme von Lösungen erster Art verschieden ausfallen. Die 
Zerlegung der Zahl in die beiden Summanden & und 7 ist aber, wie ich 


jetzt zeigen will, von 7’ unabhängig und allein durch A bestimmt. Denn 


ist », eine Lösung erster und ®, eine zweiter Art, so folgt aus den Glei- 


ehungen 
Su, Zn v,, ß und Zw)’, = wi), 
die Beziehung 
12) (000, -0,,,0”) = 0, 
Sind demnach »®,,;, A =1,...290) für e=1,...£ die Lösungen erster und 


für «=S-+l,...{ die zweiter Art, die der Wurzel m entsprechen, so ist 


% 


p4 


E (() 0) _ 
VO Var VB 7 0), 


falls von den beiden Zahlen « und > die eine ‚ die andere >5 ist. Sind 


also ,,...2- Variabeln und ist 


0, = S}tr,w 
So 1s1 
er. or on 
+) a wW, v0 + / ng 0 + / u; _ A u } be) 
han k r z 2 


wo X und Y positive Formen der Variabelnpaare x,, U’ sind, und X nur 
von den ersten 5, Y nur von den letzten „ abhängt. Dies ist eine Form 
vom Range £ und dem Trägheitsindex 5. Istaber o,,; (e=1,...C:4=1,...20 
irgend ein System von £ unabhängigen Lösungen der Gleiehungen (2.), so 


ist der analoge Ausdruck eine bilineare Form 


/ m 
Z = 2Ze,,2,2%', 


ik 
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Wo €,2 = 6z. I8t. Diese ist aber, da die Lösungen w,; lineare Verbindungen 


der © Lösungen o,, sind, der Form X—Y äquivalent, und hat daher den- 
selben Rang © und denselben Trägheitsindex & Damit sind die Zahlen : 


und 7 ={—$ allein durch A ohne Hülfe von 7’ definirt. 
Wählt man für die S Lösungen erster Art (10.) irgend $ unabhängive 





lineare Verbindungen derselben, so erhält man statt der Form X irgend \ 
eine äquivalente Form. Da X eine positive Form vom Range $ ist, so | 
kann man daher diese Lösungen so wählen, dass X = &’r,e wird, oder | 
a 

dass sie den Bedingungen ( 
(13) Z(wno 0,00) = —2i, 

] ' 

(14.) IC RE HER El RR), — (0 y 

genügen. Sind dann w, (e=1,2,..0;4=1,2,...20) die sämmtlichen 
>(£) = o Lösungen erster Art, die den verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
p(r) = V entsprechen, so genügen nach (3*.) und der eben getroffenen Fest- 
setzung je zwei derselben der Gleichung (14.) und jede einzelne der Giei- | 
chung (13.). | 

SD. 


Wenn die charakteristische Determinante g(r) einer Transformation A 
in lauter lineare Elementartheiler zerfällt, und nur für Werthe vom absoluten 
Betrage Yz verschwindet, so ist es nunmehr leicht zu zeigen, dass es stets 
Parametersysteme 7’ giebt, für welche sie eine prineipale Transformation wird. 
und wie diese Systeme sämmtlich gefunden werden. Ist m eine Z-fache 
Wurzel der Gleichung y(r) =0, so haben die Gleiehungen 


ira, = ma; (@=1, 2 
/. 
- linearunabhängige Lösungen 


(1.) U) 1. . . . [#7] Vuo+1r . . . u) 


Bea...) 
a9 . 


&,20 
S 


Da sich aus den Gleichungen (2.) $ 4 die Relationen (4.) ergeben. 
so sind 


Wo t19 ’ Dr FeER ar), 0.0. u Ka, 2.4) 
- linear unabhängige Lösungen der Gleichungen 
Si a,,Y; = my. (u=1,2,... 20), 


7 
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Setzt man also 


Sm .m) .__ — 2i 
>“ VD +7 Do N (!) 9) — — id l Cuß> 


as 


so ist nach Satz Il. die Determinante der bilinearen Form 
Z = Ste, TE Yp 


von Null verschieden. Wählt man für die Lösungen (1.) irgend Z unab- 
hängige lineare Verbindungen derselben, so erhält man statt der Form Z 
irgend eine äquivalente Form. Einer I-fachen Wurzel m der Gleichung 
y(r) = entspricht also eine bilineare Form Z vom Range Z, oder vielmehr 
eine Klasse solcher Formen. Ich theile nun die 20 Wurzeln der Gleichung 
v(r)=0 in zwei Gruppen von je e Wurzeln, die ieh Wurzeln erster und 
zweiter Art nenne. Ist nämlich & der Trägheitsindex der einer Wurzel m 
entsprechenden Form Z 


“= 


<—s=n Mal als Wurzel zweiter Art. Ist m reell, so kann man die Lö- 


‚so zähle ich sie & Mal als Wurzel erster und 


sungen (1.) reell wählen. Dann ist e,;=—ec;, rein imaginär und mithin 

nach $1 C=2& Daher ist m ebenso oft unter die Wurzeln erster. wie 

unter die zweiter Ärt zu reehnen. Ist m aber nieht reell. so bilden die den 

Lösungen (1.) eonjugirt ecomplexen Werthe ©Ü) Z Lösungen der Gleichungen 
E08, = ML. 

Folglich entspricht der Wurzel m, die Form 


u () . 
Ko > CT. Y3 Be = CHa X Y a) 


iX b) 


deren Trägheitsindex 7 ist. Daher sind s+n7={ Wurzeln erster und ebenso 
viele zweiter Art gleich m oder m,. Nach dem obigen Eintheilungsprineip 
erhält man also o Wurzeln erster und o zweiter Art, und wenn m,. ... m 
die erster Art sind, so sind die conjugirt ecomplexen Grössen mÜ”’, ... m“ 
die zweiter Art. 

Ich wähle nun die Lösungen (1.) so, dass die der Wurzel m ent- 
sprechende Form 

2 = Si2.4.- Al: Niro 


wird, und dass die den Wurzeln m und m, zugehörigen Lösungen conjugirt 
complexe Werthe haben. Sind dann w,;, (e=1,2,..20; 4=1,2,... 20) 
die den sämmtlichen Wurzeln entsprechenden Lösungen, so ist nach Formel 
3°), $ 4 und der eben getroffenen Festsetzung über Z für je zwei ver- 
schiedene derselben 


DV 


(G 


y (0) ON. 
.) (Va Or Our) = 0 
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und für jede einzelne Lösung 


( () WI _ 9: 
= Var ®e,o ri u Wi a + Di. 


,0+J 
Nennt man eine dieser Lösungen von der ersten oder zweiten Art, je 
nachdem das obere oder untere Vorzeichen gilt. so befinden sich unter den 
einer Wurzel m entsprechenden Lösungen £ erster und 7 zweiter Art, und 
man kann daher jeder Wurzel erster Art eine Lösung erster Art zuordnen. 
und der eonjugirt complexen Wurzel zweiter Art die conjugirt complexe 
lösung zweiter Art. 

Entsprieht der Wurzel erster Art m, die Lösung ®,, (@e=1,...o), so 
bestehen demnach die Relationen 


(3.) = (dar) = 0, 

(4.) (Ga Da) = — Mes 
und 

(D.) Si DM Du PPIEUTERE PN 
Nach $ 2 ist folglich die Determinante ot Grades @,, von Null ver- 


schieden, und wenn man aus den Gleichungen 


(6.) = Wut =, 


‚37 PB 
s 


die Unbekannten 7,, berechnet, so ist 7,;= r,, und der imaginäre Theil 
y 


von Ir,,;n.n, eine positive Form. Setzt man in die Gleichungen (5.) für 


die Grössen @,,,.„ Ihre Werthe aus (6.), so erhält man 


> wm, (a, en > T,,0, eo. ‚) — m, Vup R 0. Go f „+2 T,,d,,; 2.0+ß) > m, 20; Ta» 
2 x ; . 5 z . E 
oder wenn man 
v —— i y' a ! 
a, P eh d, t 1,3 ie Uaßs Üa,o HAT u Ta Ad, t 7,0 + p ae Razer, 
/ 
setzt, 
I) ZwuuUp = MW; 
4 shit 
PUR LT SM TE =Iw Usa ZT; 
h / Vf 
oder 
v "7 MORE, . re 
sw, - 2 u,T,) = 0, 
2 B4 
also, weil die Determinante  @,,| von Null verschieden ist. 
a 
mu = Bi 1,3 


Damit ist die Existenz eines den Gleichungen (1.) $ 4 und der Convergenz- 
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bedingung der 'T'hetareihe genügenden Systems von Parametern 7 an 
dargethan. Aus den Gleichungen (7.) tolgt 

zs0.,(U—r&,) = (m,—r)W,3 
i Ä 
und mithin 
OB Up- TE, = ws II (m,—r). 
Daher sind m,, ... m, die Wurzeln der Gleiehung |M—rE =0 und 


m(”, ... mS” die der Gleichung |M,—r E =. Indem man die entwickelte 


Regel zur Bestimmung der Parameter 7,,; mit der im vorigen Paragraphen 
ausgeführten Analyse vergleicht, erkennt man, dass auf dem angegebenen 
Wege alle Systeme 7’ gefunden werden, für «die A prineipale Transformation 
ist. Ist demnach A eine den Eingangs angegebenen Bedingungen genügende 
Transformation, so gilt der Satz: 

V. Entspricht jeder Wurzel m der charakteristischen Gleichung von A 
eine definite (positive oder negative) Form Z, so giebt es ein und nur ein 
System T, für welches A prineipale Transformation ist: im entgegengesetzten Falle 
aber giebt es unzählig viele Systeme T. Im ersten Falle sind die Parameter 
t„„ algebraische Zahlen, im andern lassen sie sich als rationale Funetionen 
unabhängiger Variabeln mit algebraischen Zahlencoeffieienten darstellen. 

Die Veränderlichkeit dieser Variabein ist dann aber dureh gewisse 
Ungleichheiten so einzuschränken, dass 7 eine positive Form wird. Im 
ersten Falle hat die Gleichung y(r)=0 keine reelle Wurzel, weil jeder 
solehen eine indefinite Form Z entsprieht. Dieser Fall tritt stets ein, wenn 
die Wurzeln der Gleichung y(r) =0 alle unter einander verschieden sind. 


Aus den Gleichungen (3.) und (4) folgt, dass man die Grössen 





0, (e=1,..0; P=1,...20) als Perioden einer 'T'hetafunetion O(u,,... «, 
mit den Parametern r,. wählen kann. Setzt man 


ij) 


WB mans m, WW uR b) 
ET 


so ist nach (D.) 


/Q . 
(8.) — Di A;s u 
Ist also 
Dim, ..: 0) = Ol, +: Bohı 


so hat die letztere Funetion die Perioden W.; und ist daher den Formeln 
(8.) zufolge eine transformirte »!" Ordnung der Funetion ©. Aus diesem 
Grunde heisst die Transformation A eine prineipale Transformation und 
My... m, (die Multiplieatoren. 
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VI. Bei einer prineipalen Transformation sind die Multiplicatoren und 
die ihnen conjugirt complexen Grössen die 20 Wurzeln einer Gleichung (2o)"" 
Grades, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, der Coefficient der (20)"" Po- 


tenz 1, das constante Glied n®. Alle Multiplicatoren haben denselben 


absoluten Betrag Vn. 

Für den Fall a=1 ergiebt sich daraus eine merkwürdige Folge- 
rung. Herr Kronecker hat (dieses Journal Bd. 53, 8. 173) gezeigt, dass 
die Wurzeln einer ganzzahligen Gleichung, in weleher der Coeffieient deı 
höchsten Potenz 1 ist, falls sie alle den absoluten Betrag 1 haben, sämmt- 
lich Einheitswurzeln sein müssen. Daraus folgt: 


( 
Vll. Bei einer prineipalen Transformation, die eine Transformation | 
erster Ordnung ist, sind die Multiplicatoren sämmtlich Wurzeln der Einheit. 
Ist für ein lParametersystem 7 jede der beiden Transformationen | 
A und B eine prineipale, so ist nach Formel (11.), $ 3 


A=FPTMP, B=P°"'NP 
und mithin 


AB = P"MPPT'NP= P"(MN)P. 
Da MN in derselben Weise zerlegbar ist, wie M und N (vel. L. $5, II), 
so ist folglich AB ebenfalls eine prineipale T'ransformation, und folglich bilden 
alle T'ransformationen, die für ein gegebenes 7’ prineipale 'Transformationen 


sind, eine Grappe. >Speeiell ist, wenn Ah eine ganze Zahl ist, A’ und hA 
eine solehe Transformation. Da ferner 


nA" = P’"'(naM”')P 
ist, so ist auch die zu A supplementäre "Transformation 
nA'= T'AJ 
eine prineipale Transformation (vgl. (8.), $ 3). 
VIll. Die Multiplieatoren, die der supplementären Transformation ent- 


sprechen, sind die conjugirt complexen Grössen zu denen, die der ursprüng- 
lichen Transformation entsprechen. 


Ist © eine Transformation 4° Ordnung, durch welche 7 in 7 über- 
geht, so ist nach (Ü.) $ 5 


Il _ NP '-1P-1 _ P-IN-1 
Fame, ri pP" 
wo in dem System N der zweite und dritte Quadrant verschwindet. 


A= FMP, 


Ist nun 
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so Ist 
C"AC = C"'PTNPC = P-'N-'MNP. 
also wenn man 


kC"AC=A, kN"MN=M 
setzt, 


ee PP’ BP. 
Daher ist A für das Parametersystem 7 eine prineipale Transformation. 
(Vgl. Kronecker, 1. e. 5.281), Da CJC=%J ist, so ist gleichzeitig 
C"(kA)CE=A und C(JA)C= (JA), 
es sind also nieht nur die Systeme kA und A ähnlich, sondern aueh die 
Systeme JA und JA congruent. jetrachtet man zwei Parametersysteme 
als Äquivalent, wenn sie durch eine "Transformation erster Ordnung aus 
einander hervorgehen, so hat man demnach zwei Transformationen A und 
A als ägquivalent anzusehen, falls zwischen ihnen die Beziehung 
C-"AC=A, O(JA)C= JA 
besteht, wo C eine Transformation erster Ordnung ist. Da die Multiplieatoren 
die Wurzeln der Gleichung |M—rE =0 sind, so folgt aus der Relation 
N"MN=M, N'MN=M, 
dass zwei äquivalenten 'T’ransformationen die nämlichen Multiplieatoren ent- 
sprechen. Die beiden Systeme A und A haben also nicht nur dieselbe 
charakteristische Funetion gy(r), sondern es entspricht auch jeder mehrfachen 
Wurzel m der Gleichung y(r) = 0 in beiden der nämliehe Trägheitsindex S. 
(Vgl. $ 8.) 


$ 6. 

Da das Theorem I das Fundament der ganzen folgenden Entwicklung 
bildet, so will ich hier für dasselbe noch einen zweiten Beweis mittheilen. 
It R=P+0Oi, so zerfällt die Gleichung 

RnA,R=E, (P'-iQ\(P+i0)=E 
in die beiden Gleichungen 

PP+QQ=E, PO-VP=V. 
Ist also 


i ER ' tr: 
W = ri pi u 0' 5 


36 * 
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so ist 
| PP+0'0 —PO+0'!P E 0 
V'Ww — T is 
dee: — 0'P+P'O 0'0.+. PP)” 0 4 
und mithin ist W ein reelles orthogonales System. Ist ferner 
E iE 
A IE E 
so ist der Formel 
( E GiEN( Be O\ 
\E E/\LiE V 02) 
zufolge die Determinante von U nicht gleich Null, und es ist 
EiE\/P — P+iQ  (P+iO)i\ _ /P+iQ GEN 
\E E/\Q = (p —-i0)i P-i0Q ) -( | ee E/ 


oder 


Ro . 
IWIT- = 
UWU"=(g5)= 7. 


Da die Systeme Y und W ähnlieh sind. so stimmen ihre eharakteristischen 
Funetionen in den Elementartheilern überein. und da 


V zerlegbar ist, so 
sind die Elementartheiler seiner 


charakteristischen Determinante die Ele- 
mentartheiler derer von R und A, zusammengenommen. Daher hat | R—-rE 
die nämlichen Eigenschaften, wie die charakteristische Function einer reellen 
orthogonalen Substitution. 


Daraus hat sich in $ 3 ergeben, dass die Wurzeln der Gleichung 


A—rE =V0 alle dem absoluten Betrage nach gleich 
In sein müssen. Damit dies der Fall sei, 
dass die Wurzeln der Gleichung < 


(2o)ten Grades gr 


ist RR und hinreichend, 
oien Grades 7(s)=0, in welche g(r) dureh 


. ’ . “ n Zu . . f 

die Substitution r+ —s übergeht, alle reell sind und zwischen +2Yn 
2 

und —2]n liegen. Nach L. $ 3 genügt s der Gleichung |A+nA”"—sE 


und weil (A+nA"—sE)J = AJ—J A'—sJ und die Determinante dieser alter- 
nirenden Form ein ER ist, so ist 2(s) gleich der Pfaffschen Funetion 


derselben: 


1(s) Bu AJ-+ JA—sJ i, 

Ne 
Die in $ 3 angegebenen Relationen zwischen den Parametern 7 und 
T lassen mannigfache Umformungen zu, 


von denen ich hier die wichtigsten 
zusammenstellen will. Setzt man 
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FR IB 0 \. 
0, 
so folgt aus der Formel (9.) $ 3 und der eonjugirt eomplexen 
(l.) MFM, = uaF, 
und mithin ist 
M,F"M=nF, PÄ,M,F-"MP = nP\F"P, 
also weil nach (7.) $ 3 
PA=MP, AP,=P\M 
ist. 
ERBE FA= AP F"P., k 
oder wenn man 
2.) PP = 2H 
setzt, (vgl. L.$ 8, III 
2) 1 ABA = nH. 
Da F eine positive Form ist, so ist es nach $ 1 auch F ', mithin auch die 
nach (2.) ihr äquivalente Form H. Ist ’=T, so wird demnach dureh die 


Substitution A die positive Form H in sich selbst transformirt, und daraus 
zZ 

ergiebt sich von neuem der Satz IV. Durch Zusammensetzung der drei 

Systeme auf der linken Seite der Gleichung (2.) findet man 


ä I ln a? \ 
4. I . \m In 1 (D D-—1 (D | W/° 
Folslich ist Y reell, also das Coeffieientensystem einer positiven quadratischen 


Form. Da sich aus der Formel (3.) auch umgekehrt wieder die Gleichungen 


1.) $ 3 ableiten lassen (vgl. die Bemerkung zu Formel (15.)), so enthält 





sie lediglich eine Umformung der Transformationsrelationen. Die Einführung 
der für die Transformationstheorie ausserordentlich wichtigen Funetion J/ ist. 
wie bereits ın der Einleitung erwähnt, Herrn Hermite zu verdanken. 
Zu denselben Gleichungen gelangt man auch auf folgendem Were 
Nach (6.) $ 3 ist 
(E T\/A BN _ (M MT\ MON/ET\ 


\oo/\rd4 ae \ NE 


und daraus folgt durch Uebergang zu den eonjugirten und eonjugirt com- 


« 


plexen Systemen 


Fr />E oO E 0,,M, 0 
) | T. o/\ 0 m) 


‚A \ 
\g w/\to 
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Setzt man also 
en E WW 1 E T 
(5.) G = T ie w- nv Zu 


+ BON 0 E ") 
T, 0/' 0 M Ww-ıM/\0 0 
und mithin, weil nach (9), $ 3 


M,F"'"M = nF" 


so Ist 


A (i A — 


Ist, 
6.) AGA = nG. 
Durch Zusammensetzung der drei Systeme auf der rechten Seite der Glei- 
chung (5.) erhält man 
Be h w-ı w-1(D4 - 
( ) rt 
FT NPD (Di) W-1(D+iW) 
also nach (4.) 
8) G= H+i. 
Der Formel (5.) zufolge entsteht @ aus der positiven Form F' dureh con- 
jJugirt eomplexe Substitutionen von verschwindender Determinante. Demnach 
st G@ =@G, also H=H, wie auch der Ausdruck (4.) zeigt, und mithin 
(9) “== H-ü. 
Nun ist nach (D.) 
2 ER en DB SE zZ, 
T BP-/\0 07 
und daher ist @J@G aus sieben Systemen zusammengesetzt, von denen die 
drei mittleren 


E\/E 0 00 
0 . - ei ) = Ze 


(10.) JG = 
und daher nach (8.) und (9.) 

11) MWH= J. 
Nach (5.) kann die bilineare Form @ und folglich auch 24H = G+@ für 
conjugirt complexe Werthe der entsprechenden Variabeln nie negativ sein. 


ergeben. Folglich ist 


Da ferner nach (11.) die Determinante der Form H nicht verschwindet, so 
ist sie eine positive Form. 

Zu der Formel (10.) und den daran geknüpften Folgerungen kann 
man auch so gelangen: In der Determinante ‚@, verschwinden nach (5.) alle 
Unterdeterminanten (o-+l)ten Grades. Daher verschwindet die Function 
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H+rJ der Variabeln r, in welcher der Coeffieient von r" gleich 1 ist. 
für r= +i mindestens von der ot" Ordnung, und da sie nur vom (2o)ten 
(‚rade ist, auch nicht von höherer Ordnung. Folglich ist 
(12.) H+rJ, = (r?+1)%. 

also HA =1 und von Null verschieden, und da alle Unterdeterminanten 
o+1l)ten Grades von @ verschwinden, so zerfällt die Determinante (12.) in 
lauter lineare Elementartheiler. Da (H+rP)J = HJ—-rE ist. so hat (die eha- 
rakteristische Determinante |HJ—rE von HJ die nämlichen Eigenschaften, 


+) 


und mithin ist (L. $ 3 
(HJY=—E oder HJH=J und (HANJICHHiS) = 0. 


Endlich kann man auch das entwickelte Formelsystem nach der 


7 


folgenden Methode ableiten, bei der ieh zur Abwechslung statt des aus den 
Perioden und den conjugirt eomplexen Grössen gebildeten Systems P das 


aus den reellen und imaeinären Theilen der Perioden „ebildete Svstem 
e oO . 


. E® 
13. 0 "\oW 
benutzen werde (Vgl. Lagwerre, 1. e. VIl). It M=A+Ädi, so zerfallen 


+) 


"= 
die Relationen (6.) $ 3 in 


A+PT=K, B+$B4=Kb-AP, 


FE = A, PA=-ADb+K!V. 
Daher ist 
‚E®, AB, _,K Kb-AWD K-A ,E ®, 
wir J"\a AD+KT  \A K)\ 0 Ww/ 


oder wenn man 





ap K — AN 
A \A AK 
setzt 
14.) 0A KO. 
Ist 
eg _(&} 
"\SH 
irgend ein Elementensystem, so ist 
| N 
IV - 


entsteht also aus V, indem man den ersten (@Quadranten mit dem vierten 


und den zweiten mit dem dritten vertauscht. und die Vorzeiehen der beiden 
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letzteren umkehrt. Daher ist 

15.) JF’’KJ=K, JK=KJ, 
und zugleich ist, wenn A und 1 beliebig sind, K das allgemeinste mit J 
vertauschbare reelle System. Die beiden Gleichungen (14.) und (15.) er- 
setzen also vollständig die "Transformationsbedingungen (6.) $3. Aus ihnen 


und der Relation AJA = nJ soll nun einmal Q, das andere Mal K eliminirt 
werden. Nach (14.) ist 


A=-Q"KQ, A=-0KOT, 
nJ = AJA' = O"KOJO KOT), 
n0JQO = KOJOK. 


also wenn man mit J”’ multiplieirt und J’'K= KJ setzt. 


f 
| 


nJ 'QJIQ0 = KITOJO)K. 


Nun Ist 


DB O\/E OO wo 
—] \ 2 \ [ \ 
J V J) V \-D E/\D W) \0 9) 


also 


ww) FI sr 
und daher 

17.)  KFK = nF. 
Aus dieser Relation, die wesentlich mit (1.) identisch ist, leitet man leicht 
die Formel (9.), $ 5 ab. Aus derselben folgt nun, wie oben, 


K'F"K=nF", (Q’K')F'(KQ) = nO'F"Q, 
also nach (14.) 


(AQO)F"(0A) = nO FO, 

und falls man 

18) B> 09 
setzt, 

(19) AHA = »N. 
Indem man die Reihe dieser Gleichungen rückwärts durchläuft, erhält man 
umgekehrt aus (19.) die Formeln (14.). Aus (16.) und (18.) folgt 

2) H= FO"JQ 
und mithin 


HJH = OT JOJI IVO = IJ. 


Ist das Svstem der Parameter 7 ceseben, so kann man alle Trans- 
. > 


tormationen A, die für dasselbe prineipale 'Transformationen sind, finden, indem 








d 





t( 


N 








Frobenius, principale Transformation der Thetafunctionen. 259 


man aus 7 das System @ berechnet, und dann alle ganzzahligen «o- 

gredienten Substitutionen sucht, die @ in sieh selbst, mit einer positiven 

ganzen Zahl multiplieirt, transformiren. Denn aus AGA=n@G ergeben sich 

durch Trennung des Reellen vom Imaginären die Gleichungen 
AHA=nH, AJA=nJ, 

deren erste die Transformationen (6.) $3 ersetzt, und deren andere das 

System A charakterisirt. 


$ 8. 

Um die charakteristische Funetion g(r) = rE-A in die beiden Fae- 
toren rE-M .rE—-M, zu zerlegen, habe ich in $ 4 jeder [-fachen Wurzel 
m der Gleichung g(r)=0 eine bilineare Form Z=Z, vom Range T und 
vom Trägheitsindex 5 zugeordnet. Diese Form Z will ieh jetzt genauer 
untersuchen. Da die Elementartheiler von rE—A alle vom ersten Grade 


sind, so ist, nach aufsteigenden Potenzen von r—m entwickelt 
1 
h pr Y y —— 
4% rE-A) a 


r m 
Von dem Residuum U habe ich (L. $ 13) gezeigt, 


> 


{ dass es eine Form vom 
Range { ist und der Gleichung 
2). Be 
genügt. Diese Formel ergiebt sich unmittelbar aus der Identität 
(rE-A)"—-(sE-A)' = (s-r)(rE—A) '(sE—A)". 
Multiplieirt man die Gleichung (1.) mit rE-A = (r—-m)E+mE-A, so erhält 
man durch Coeffieientenvergleichung 
3.) AU=UA=ml. 
Ich beschränke nun die Veränderlichkeit von r auf das Stück der Peripherie 
des mit dem Radius Y» um den ÜCoordinatenanfang beschriebenen Kreises, 
welches innerhalb des Convergenzkreises der Reihe (1.) liegt. Durch 


Aenderung des Vorzeichens von ö ergiebt sich dann aus jener Entwicklung 





in U, Be . U Am 
Feet, u A... 
r n n N n(r—m) 
I m 
und, weil nach (3.) U,A = m,U, ist, 
a Ü 
rE--nA"\"= De, 
( ) a 
—] Y — 1 Non} / 7 Ei | — IN 1 Y ae U, J 
J"trE-nA"J = (rE-nJI AN" = (rE-A)' = 
r r m 
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also 


I 7 2; 


I 


(E-A)"' = 





r—m 
und daraus durch Vergleiehung mit (1.) 
4.) FP’UJ=U, JU=UJ, UJ=JU,. 
Nach (3.) genügen die Elemente jeder Zeile des Systems U, für w,, ... w,, 
gesetzt, den Gleichungen (2.), $ 4, und da der Rang von U gleich £ ist, so 
erhält man aus { passend gewählten Zeilen von U ein vollständiges System 
unabhängiger Lösungen jener Gleichungen. Daraus folgt, dass die in $4 
mit —2i Ie,,2,y; bezeichnete Form der Form UJU, äquivalent ist. Dieselbe 
ist nach (4.) gleich UUJ und nach (2.) gleich UJ. Da die Determinante 
von J nicht verschwindet, so ist der Rang von UJ gleich dem von U, also 
gleich £, ein neuer Beweis für den in $5 gebrauchten Fall des Satzes I. 
Demnach kann man 
5) Z=iUJ=iJU, 

setzen, und £ ist der Trägheitsindex dieser Form vom Range {. Aus einem 
Determinantensatze, den ich dieses Journal Bd. 82, S. 241, II abgeleitet 
habe, ergiebt sich, dass mindestens eine Hauptunterdeterminante {ten Grades 
von Z nicht verschwindet. Man kann nun für Z auch die Form von £ 
Variabelnpaaren setzen, deren Coeffiecienten die Elemente dieser Hauptunter- 
determinante sind, und die aus der obigen Form Z von 20 Variabelnpaaren 
entsteht, indem man gewisse 20—{ derselben gleich Null setzt. 

Die Form (5.) ist nach L. S. 12 abgesehen von einem positiven Factor 


() LI; u r „ L, To+1 x ; F 270 
Yorı Hut 0 d1,o-+1 “ne 
r eo . ul er a Ü . 
2 = iD. Yo, Ay er Zr 7 :D°’y(r) 
u; a, H-1,1 7 EB E A, } 1,0 da, + 1,0 t rF NE d, t 1,20 
Y. d,,ı & E e As, d,,. + 1 ki " & A,2, 7 1 


ir 


fürr=m. Ist w(r) das Produet der verschiedenen Linearfaetoren von g(r). 
so ist w(A) = 0 die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt (L. $ 3). Ist 
wer )— ws 
P\ ) u ) Ze w(r, 


— $) r (8, r), 


so Ist 


Ay MAN 
(rE-A)" = v() 
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und mithin 
u. w( A, m) 
w'(m) 
Da w(m)w(m,) positiv ist, so kann man demnach auch 
6.) Z=iw(m)w(A, m)J = iw(m)Jw(A', m, 


J 
setzen. 


Ueber die Zahl 5 ist noch Folgendes zu bemerken: Seien A und B 
zwei beliebige den Gleichungen AJA=J und BJB = J genügende reelle 
Systeme, deren charakteristische Determinanten in lauter lineare Elementar- 
theiler zerfallen. Damit dieselben ähnlich seien (1. $ 7). ist dann nothwenidig 
und hinreichend, dass sie gleiche charakteristische Funetionen gr) haben. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so giebt es unter den unzählix vielen 'Irans- 
formationen von A in 5, d.h. den der Gleichung Q7"AQO=B genüwenden 
Systemen auch stets solche, die ausserdem noch die Bedingung 

7) 00 =J 
befriedigen. Man kann A auch immer durch reelle Transtormationen 0 in 
B transformiren, aber nieht immer dureh solche, die zugleich reell sind und 
der Nebenbedingung (7.) genügen, sondern damit dies der Fall sei. muss 
jeder Wurzel m der Gleichung y(r)=0 in A und B der nämliehe Träg- 
heitsindex 5 entsprechen. In diesem Sinne sind die Zahlen Ss Invarianten 
des Systems A. 


H 

Zum Schluss will ich die entwickelte allgemeine T'heorie an einigen 
speciellen Beispielen erläutern und werde zunächst den Fall untersuchen, 
wo die Multiplicatoren alle einander gleich sind. Sieht man von der ge- 
wöhnliehen Multiplieation mit einer ganzen rationalen Zahl ab, so tritt dieser 
Fall nur ein, wenn die Gleichung g(r) =0 zwei ge-fache ecomplexe Wurzeln 
hat, und einer derselben (m) eine positive, mithin der andern (m,) eine 
negative Form Z entspricht. Ist 2m =p-+gi, so ist die in $ 8 eingeführte 
Funetion 

(1) ver)=r—pr+n 

und mithin nach Formel (6.), $ 8 


r —b A—m,E\ 
L= a Am) r a_,. m E l’ )- 


Aus der Gleichung Z =Z,, folgt 


oO 
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Zu den nämlichen Relationen gelangt man mittelst der Gleichung 
A—pA+nE = 0, 


der A genügt (L. $ 3). Setzt man dieselbe mit JA’ zusammen, so erhält 


man nach (4.) $ 5 


« 


AJ+-JA = pJ, 
Die eharakteristische Funetion von M zer- 
Daher ist (L.$3,8.12) M=mE, 


und daraus die Formeln (2.). 
fällt in o lineare Elementartheiler r — m. 
also nach (6.) $ 3 

A+Tl’=mE, B+T4=mT, 
oder 


Tl! =mE-A, B=T(mE—4). 


Aus diesen Gleiehungen und den eonjugirt eomplexen ergiebt sich 


(T-T)T=(m-m)E, (T"-T-)B= TT,-T)T-'B=(m—m,)E. 


Folelich sind die Determinanten von B und 7’ und demnach auch die von 
m E—-.1 und m E—4 von Null verschieden, und es ist 


\ 


€ % T= (mE— A)IT" = B(mE— 4) "= I "'(d—m,E) = (A—m,E)"'B. 


In Uebereinstimmung mit dem Satze V ist also, trotzdem die Gleichung 
yr)=0 zwei o-fache Wurzeln hat, das System 7’ völlig bestimmt. Damit 
der eben behandelte Fall eintrete, ist ausser den Gleichungen (2.) noth- 
wendig und hinreichend, dass B eine definite Form ist. Die Wurzel m ist 
dann so zu wählen, dass qgP eine negative Form wird. 

Zweitens betrachte ich den Fall o=2 und 


p VD) ab | 











0 p be 
ÄA=i.. e )); 
r pr 0.07: 
b a | 
E = BB 


wo A ein gemeinsamer Divisor von a, b, e, ferner p <4n und nach (2.) $ 5 


(4) 


ac—b’ — kn 


ist. Ist # positiv, so ist 2 eine definite Form, und mithin ist, wie eben 


gezeigt, für diejenige Wurzel der Gleichung Y(r) =, für welehe die Or- 
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dinate von am negativ ist, S=2, für die andere <=0. Ist aber %k negativ, 
so ist BD eine indefinite Form, und daher ist für beide Wurzeln <= 1. Da 
in diesem Beispiel 

T=—-aB"', A=p»E, 4=0 
ist, so redueiren sich die Formeln (6.) $ 3 auf 

5) „TB"T-pT+B = 0 
oder dureh Multiplieation mit 7" BT" 

nE—-p(BT")+(BT"' = (0, 
also nach (1.) 

(6.) w(B u au (. 


Ist dies nicht die Gleichung niedrigsten Grades, der BT” genügt, so ist 


dieselbe (L. $ 3) z(BT") = 0, wo y(r) ein Divisor von w(r) ist, etwa 
z(r)=r—m. Demnach ist den Formeln (3.) entsprechend 


/ 


[® ml = B, 
also 5 eine definite Form und % positiv, Ist dagegen (6.) die Gleichung 
niedrigsten Grades für PT, so ist BT"—rE = w(r), also nach (4. 
(8., rl —b = kw(r) 
oder 


.% Tuc—2t,n5+T,a=kp, Tuta-Ta, = k. 


Indem man die Reihe dieser Gleichungen rückwärts durchläuft, erkennt man, 
dass aus den Formeln (9.) auch wieder die Gleichung (5.) folgt. Setzt man 


mt ,—b 
= —i 


“ 


mt —a 
so ergiebt sich durch Auflösung der Gleichungen (9.), falls 

10.) f@) ak +2bi-+c 
Ist. 
R a k(m— m,) h k(m—m, ) C kim— m 
11 Tıı = Beh YAN\ a I,» = Sch vr — Ah. lo, N - 
m f(A) m (A) 77 (4 
oder wenn 2 eine reelle Variable ist, 


(x) k(m— m, ) zn 
7,27 +2 I, ‚z+ T.,, — u - Z . I . 
m (A, 


Subtrahirt man davon die conjugirt complexe Gleichung, so erkennt man, 
dass, falls 2m = p+gi ist, für alle Werthe von z 


\ V 


l 


" (AIG) 


DAN ) , Ka—AfaA)t@—a Ta 
as) ER, 2 
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sein muss. Ist 
fz,4) = azı+b(z+4)+e, 
so ist der Ausdruck in der Klammer gleich 
NN MIN A 2. N? 
knfh)(z—r) -fI)flz, hu) 
Mithin ist die Determinante (B’— AC) dieser quadratischen Funetion von x gleich 
[A h) F)fM)kn, 
also negativ, wenn 4 negativ ist. Derselbe Ausdruck ist aber auch gleich 
f%, M)[2nk(z zu), iun)]- 
Da % negativ ist, so sind die Wurzeln der Gleichung f(z) = reell. Für 
eine solche ist aber der Klammerausdruck negativ. Also ist er eine negative 
Form von z, und die Ungleichheit (12.) ist für alle Werthe von z erfüllt, wenn 
(13) : gfQÜ,) < O0 
. \ - . . . — kn 
ist. Es muss also 4 innerhalb oder ausserhalb des mit dem Radius 5 


um den Punkt beschriebenen Kreises liegen, je nachdem ag positiv 


oder negativ ist. Man kann daher für m jede der beiden Wurzeln der 
Gleichung g(r)=0 nehmen. Die Beschränkung der Veränderlichkeit von 
), ist aber von der Wahl von m abhängig. 

Drittens betrachte ich den Fall, wo die Multiplicatoren alle reell. 
also gleich +Ya» sind. Dann genügt A der Gleichung A’=nE oder 

14) AJ=J4=—-JA=—-(AN). 

Demnach ist AJ eine alternirende Form, also ihre Determinante »* ein 
(Juadrat. Also ist entweder go gerade oder » ein Quadrat. Die Gleichung 
14.) zerfällt in 


’ 


'15.) B=--BR. T--I!, 4=14. 
Ist z.B. 


b a od ( 
_ —b 0 0 
au 8 
( vb — 
0 VD a: —b 








also 


(16.) b-ac=n, 


sich die Gleiehungen (6.), $3 auf /7=T4, und mithin sind 
die Grössen T,; 


so redueiren 


nur der Bedingung 
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(11.) at»+2br.+er, = 0 
unterworfen. Sind daher © und die beiden (reellen) Wurzeln der Glei- 


chung a4+2bi-+c=(, so kann man setzen 
(18) Tu=xt+4, m=ax+ßl, m=nx+ß?i, 
und damit 7 positiv sei, ist es nothwendig und hinreichend, dass die Ordinaten 
der eomplexen Variabeln 2 und % positiv sind. 
Endlich will ich noch die Transformation 
-—a 100909999 
—b 0 10,099 O2, 
-cV0U Od 10009! 
ne 
VD) VO OO RA OdBO 
BD OO O9IORRO Rd 
00909 9°$—°$rOd nn 


-—nd—r—B—9I 7. ID 


A 


\ 


untersuchen. Die Gleichungen (2.), $ 4 sind für diesen Fall 





| av +bw,+cw;,+dw,+nw-t+mw, = U, 
(19.) VG =EmW, EMmVG, WWEMV. W,=mMW., 
A 0,+-n0,= mw, bwtno,=mw-, cw+nw- = mu, 
Daher ist 
os =-m, u=m, w=-m, w=m w=1, 
= m tra, wo = m +tam,+b, = mi +tam+bm,+t c 
und, falls 
g(r) = r+ar+br’+er+dr+enr+bn’r’+an’r-+n' 


sesetzt wird, y(m)= 0. Ist m eine mehrfache Wurzel dieser Gleichung. 
so sind, weil die Gleichungen (19.) nur eine Lösung zulassen, die ent- 
sprechenden Elementartheiler nicht alle vom ersten Grade. Ich nehme 
daher an, dass die Wurzeln dieser Gleichung alle einfach sind und dem 
absoluten Betrage nach gleich I». Nun ist 

px N n" In‘ 


| s ; 1} . E% . n ® 
) = 4m’+3am’+2bm’+cem—c- —2b Er da — — — 
m ° mi m 


xt F j Bu fi 
Z® W,,7 ww, } WW; 


Addirt man dazu m *y (m) = 0, so wird dieser Ausdruck gleich D, (rg {r 


lürr=m. Demnach muss m so gewählt werden, dass im "y (m) positi 
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ist, was Immer für eine der beiden Wurzeln eines Paares conjugirt com- 

plexer Wurzeln eintritt. Diese Wurzeln erster Art seien m, (e=1,2,3, 4). 

Dann erhält man zur Bestimmung der Parameter 7,, die Gleichungen 
Wii mr. tm tr, +mtr, = 1, 


| 3 2 
Tr tm Ts tm, = mut a, 


\ 
\ 


I 


I 3 2 N 2 
MT Hm TS + Mm Ta--MT m,t am, +b, 
| m’, tm Tr, --m’t,+mrt, = m,tam,+bm,t ce 


für m = m,. Der ersten zufolge ist identisch 


| » oN\ 
/ + 3 2 N 
\ 11 21 31 +l F M ) 
also, wenn man 
/ l (m, a Ze 1 
(21.) p a m q So ( ) . 2 in $ E- = 
Ilm.) Hm.) Mm: M 
setzt, 
u or a u i 
Iedueirt man die folgenden Gleichungen (20.), in denen m, = — ist, mittelst 


der Gleichung 1—- pm’— gm’ —rm’—sm=0 auf den dritten Grad, so müssen 
alle ihre Coeffieienten verschwinden, und man erhält so die Grössen 7,; 
alle dureh die vier Grössen (21.) ausgedrückt. Sind »,, ... », Variabeln, 
so lassen sich diese Ausdrücke in die identische Gleichung 
a ıpt, n,n, = (pn + gm +rnz+sn,) +n(pwm+ gu rn,) 
A +n’ (pn +gqn,) +n’(pn,) 
zusammenfassen, und zwischen den Coefficienten von y(r) und den Grössen 
21.) erhält man die Gleichungen 


ap = g-nps, 

bp = r—ngs—npr, 

cp=  s—nrs—n gr—n’pg, 

dp = —l-ns —ur —ng—np, 


welche sich auch leieht aus der Formel 
(partge+re+sce—1l)(e—sne— rn ce —gnc—pn) = py(«) 


herleiten Tässen._ 
Zürich, im Januar 1883. 
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Ueber Strahlensysteme zweiter Ordnung. 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


Die Strahlensysteme zweiter Ordnung, welche keine Brenneurven 
haben, sind mit Ausnahme desjenigen siebenter Klasse wenigstens durch 
ein System einfach unendlich vieler Regelsehaaren zweiter Ordnung be- 
sehreibbar. Geht man von dieser Eigenschaft der Strahlensysteme zweiter 
Ordnung aus, so wird man zunächst auf die beiden Arten von Strahlen- 
systemen sechster Klasse, welche Herr Kummer”) schon bestimmt hat, 


vi 


führt, und dann ergeben sich für beide als gemeinschaftliche Speeialtälle 
das Strahlensystem fünfter Klasse und die übrigen. Synthetische Construc- 
tionen dieser Systeme sind schon bekannt durch Herrn Reye**,. welcher 
die beiden Strahlensysteme sechster Klasse auf zwei von einander ganz 
verschiedenen Wegen (der eine ist direet, der andere indireet) abgeleitet 
hat. Es ist deshalb interessant, auf direetem Wege den Zusammenhang und 
die Abweichungen, welche sich bei den Uonstruetionen dieser Systeme mit 
Nothwendigkeit ergeben, zu ermitteln. Durch Betrachtung anderer Regel- 
flächen, welche den Strahlensystemen angehören, wird man zu neuen Strahlen- 
systemen geführt, welche den ersten zugeordnet sind, d. h. mit ihnen dieselbe 
Brennfläche besitzen, ohne ihnen gleichartig zu sein. Die Eigenthümlichkeiten 
dieser zugeordneten Systeme, besonders ihr Verhalten gegenüber den unter 
einander gleichartigen sollen in diesem Aufsatze dargestellt werden. Von 
ihnen hängen gewisse Singularitäten der Brennftläche ab, welche sich nicht 
durch die Systeme zweiter Ordnung ergeben, wie die Schaar der zweifach 
berührenden Tangentialebenen ete. In einem späteren Autsatze gedenke ich 
für die Brennfläche des Strahlensystems vierter Klasse diese Singularitäten 


*) Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme (Abh. d. Berl. Akad. 1856). 

**) Reye, Ueber Strahlensysteme zweiter Klasse etc. (dieses Journal Bd.s6, 5. 54 
und, Ueber das Strahlensystem zweiter Klasse sechster Ord. von der ersten Art (Dieses 
Journal Bd. 93. S. 81). 
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näher zu verfolgen. Wir kommen schliesslich zu einer Anzahl interessanter. 
mit den Strahlensystemen in enger Verbindung stehender Erzeugungen der 
Kerneurve eines Flächennetzes zweiten Grades mittelst projeetiver Kegel- 
büschel. 


$1. 
Einleitung. 

l. Die acht Grundpunkte eines Flächennetzes zweiter Ordnung 
seien A, B,...H. Jede Gerade /! des Bündels A gehört einer Fläche des 
Netzes an und bestimmt eine zweite Gerade ! des Bündels auf derselben 
Fläche. Die beiden Bündel, welche von / und 7 beschrieben werden, sind 
eindeutig auf einander bezogen, wir bezeichnen sie mit A und A’. Das 
Kintsprechen der Strahlen 7 und 7 ist ein gegenseitiges. hückt / in einen 
der sieben Strahlen A(b,... H), so ist / ein beliebiger Strahl eines Kegels 
dritter Ordnung mit einer Doppelkante. Trifft 7 die Kerneurve (, des 
Netzes, so fällt / mit zusammen. Beschreibt / einen Strahlenbüschel « um 
A, so beschreibt 7 einen Kegel, der von « erstens in den sechs Strahlen 
getroffen wird, welche die Schnittpunkte von « mit C, enthalten, und zweitens 
in den zwei Geraden derjenigen F,, welehe von « in A berührt wird. 
Dem Strahlenbüschel (Au) von A entspricht deshalb in A’ ein Kegel achter 
Ordnung, welcher in jedem der sieben Strahlen A(B,... H) eine dreifache 
Kante hat. Einem Kegel »ten Grades von A entspricht deshalb im Allge- 
meinen ein Kegel Szten Grades in A’, welcher in AB, ... H) 3n»-fache Kanten 
hat. Enthält der erste Kegel einen der Strahlen A(B,... H) r-mal, so er- 
niedrigt sich die Ordnung des zweiten um Br. 

So finden wir: 

Einem Kegel dritter Ordnung von A, welcher die Strahlen A(B, ... H 
einfach enthält, entsprieht in A’ derselbe Kegel. In der That projieirt 
dieser Kegel stets die Grundeurve eines im Netze enthaltenen Büschels. 

Einem Strahlenbüschel in A, welcher AB enthält, entspricht in A 
ein Kegel fünften Grades, welcher die Strahlen A'(C, D,...H) zu Doppel- 
kanten hat und einfach durch A’B geht. 

Einem Kegel zweiten Grades von A mit den vier Strahlen A(B, C, D, E 
entspricht in A’ ein Kegel vierten Grades mit den Doppelkanten A'(F, @, H, 
und den einfachen Strahlen A'(B, C, D, E). 

Einem Kegel dritter Ordnung in A mit der Doppelkante AB und den 
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einfachen Strahlen A(D,E,... H) entspricht in A’ ein Kegel dritter Ordnung 
mit der Doppelkante A’C und den einfachen Strahlen AD, E,... HM). 

In den letzten drei Fällen haben wir rationale Kegel vor Augen, 
welehe projeetiv auf einander bezogen sind. Die Verbindungsebenen ent- 
sprechender Strahlen sind die Tangentialebenen aller ausgewählten Flächen 
des Netzes in dem Punkte A. Da jedesmal die Kegel die vier Strahlen, 
welche (€, treffen, entsprechend gemein haben, so ist der Kegel der 'Tan- 
gentialebenen jedesmal von der zweiten Ordnung. 

2. Wir betrachten jetzt eine Verwandtschaft zwischen den Bündeln 
A und B. Zwei Strahlen m und m’ der Bündel seien einander entsprechend, 
wenn sie auf derselben F, des Netzes liegen und verschiedenen Schaaren 
angehören. Je zwei solcher Strahlen m und m müssen sich schneiden. 
Beschreibt m einen Strahlenbüschel «, so werden die Geraden m’ in dem 
Ebenenbüschel BA(m...) liegen. Die einfach unendliche Zahl von Uurven 
des Netzes, welche in A von der Ebene « berührt werden, wird von B 
durch einen Kegelbüschel dritter Ordnung projieirt. Jede Gerade m von 
B ist Sehne derjenigen Netzeurve, welche von m» in A berührt wird. Der 
Kbenenbüschel BA(m...) und der Kegelbüschel B sind hierdureh projeetiv 
und erzeugen einen Kegel vierter Ordnung, welcher BA zur dreifachen 
Kante hat und einfach die Strahlen B(C,... H) enthält; er entspricht dem 
Büschel (Au). Zwischen den Bündeln A und B besteht eine Verwandtschaft 
vierten Grades. Den Strahlen A(C,.... H) von A entsprechen in B unendlich 
viele Strahlen, welche die Geraden A(C,... H) projieiren. Dem Strahle AB 
von A entspricht in B ein Kegel dritter Ordnung, welcher BA zur Doppel- 
kante hat. 

Einem Kegel dritter Ordnung von A, welcher AB zur Doppelkante 
hat und A(D,E,... H) einfach enthält, entspricht in B ein Strahlenbüschel, 
welcher BC enthält ete. 


3. Wir wenden uns jetzt zu Eigenschaften des Strahlensystems Z, 
zweiter Ordnung, welches keine Brenneurve hat und durch ein einfach un- 
endliches System von Regelschaaren zweiten Grades beschrieben werden 
kann. Die Leitschaaren dieser Regelllächen bilden dann ein zweites Strahlen- 
system $, derselben Ordnung und Klasse wie &,. Durch einen beliebigen 


Punkt P des Raumes dürfen höchstens zwei Flächen des Systems gehen. 
Die acht associirten Punkte, in welchen irgend drei dieser Flächen sich 


38* 
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schneiden, sind deshalb singuläre Punkte des Strahlensystems und enthalten 


unendlich viele Strahlen desselben. Alle Regelflächen zweiter Ordnung. 


deren eine Schaar Erzeugender ein Strahlensystem zweiter Ordnung bildet. 
gehören einem Flächennetze an. Die acht Grundpunkte des letzteren seien 
wie oben bezeichnet. Alle Strahlen von &,, welche durch A gehen, bilden 
einen Kegel, welcher von jeder Curve des Netzes, abgesehen von den Grund- 


punkten, nur in zwei Punkten geschnitten werden darf. Dann sind nur 


folgende Fälle möglich, wenn wir die Kegel erster und zweiter Ordnung 
zunächst ausschliessen. 
1) Der Kegel A von 3, ist dritter Ordnung und enthält die Strahlen 


A(B,...H) einfach. Der Kegel A’ von 3, fällt mit ihm zusammen. Die 


Systeme >, und 3, sind nieht getrennt und besitzen eine Brenneurve vierter 
Ordnung, welche durch den Kegel A projieirt wird. Der Fall kommt hier 
nicht weiter in Betracht. 

2) Der Kegel A von &, ist dritter Ordnung, hat AB zur Doppel- 
kante und enthält einfach die fünf Strahlen A(D,... H); AC liegt nicht auf 
ihm. Der Kegel A’ von 3, ist dann nach No. 1 ebenfalls dritter Ordnung, 
hat A’C zur Doppelkante und enthält AD, ... H) einfach. 


3) Der Kegel A von 3, ist vierter Ordnung, hat in drei Strahlen 


A(B, ©, D) Doppelkanten und enthält A(E,... H) einfach. Der Kegel A’ von 
>, ist zweiter Ordnung und enthält A(E, F, @, H),. 

4) Der Kegel A von >, ist fünfter Ordnung, hat sechs Strahlen 
A(C,D,... H) zu Doppelkanten und enthält AB einfach. Der Kegel A’ von 


>, ist ein Strahlenbüschel, weleher A’B enthält. 


Man kann sich nun leicht überzeugen, dass ein Kegel A von 8, vom 
sechsten oder höheren Grade nicht existiren kann, wenn er von jeder Curve 
des Netzes, abgesehen von den Grundpunkten, nur in zwei Punkten ge- 
schnitten werden soll. 


Nach Nr. 2 fällt der zweite Fall mit dem vierten zusammen, und wir 
erledigen alle möglichen Fälle, indem wir als Kegel A von 3, annehmen: 

1) einen Kegel zweiter Ordnung, welcher vier der Strahlen A(B,... H 
enthält, 


2) einen Strahlenbüschel, dessen Ebene durch 


einen der Punkte 
B, ... H geht. 

Wir bemerken noch, dass die Ordnung der Brennfläche D jedes Strah- 
lensystems zweiter Ordnung gleich vier ist. 
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$2. 


Das Strahlensystem zweiter Ordnung sechster Klasse erster Art. 

l. Die acht associirten Punkte theilen wir in beliebiger Weise in 
zwei Gruppen A,, B,. C,, D, und A,, B,, C,,. D, von je vier Punkten. 
A, sei Mittelpunkt irgend eines Kegels zweiter Ordnung mit den Strahlen 
A;(A,B,C,,D,). Die Erzeugenden desselben liegen auf einem einfach 
unendlichen System von Flächen @,,,, des dureh die acht Punkte bestimmten 
Netzes. Die sämmtlichen Erzeugenden dieser Flächen, welche mit den 
Kegelstrahlen A, denselben Schaaren angehören, bilden dann ein Strahlen- 
system Z, zweiter Ordnung: die Schaaren der zweiten Erzeugenden von @ 
liefern ein zweites Strahlensystem 2, derselben Ordnung und Klasse wie I. 
Nach $ 1 erkennen wir nun folgende Eigenschaften von &, und I. (e und 
> mögen die Ziffern 1 oder 2 bedeuten. 

>, hat in den Bündeln A;, ... D; Kegel zweiter Ordnung, welche 
durch die Punkte A,,... D, gehen, und es bilden auf zweien solcher Kegel 
die nach A,,... D, gehenden Strahlen das gleiche Doppelverhältniss. 

>, hat in den Bündeln A,, ... D. Kegel vierter Ordnung mit den Doppel- 
strahlen A,(B,, C,, D,) und den einfachen Strahlen A,(A,.B;,.C;.D;) etc. 

Der Kegel zweiter Ordnung A, trifft die Kerneurve (, des Netzes 
ausser in Punkten der Geraden A;,(A,,...D,) noch in vier Punkten A;. B;. C;. D;. 
welche Mittelpunkte von vier Kegelflächen sind, die zu dem Flächensvstem 
G.,» gehören. Diese vier Punkte liegen deshalb auf allen eben angetührten 
Kegelflächen zweiter und vierter Ordnung. Die Strahlensysteme >, und & 
haben vier Kegel zweiter Ordnung mit den Mittelpunkten A;, B,. C,. D, gemein. 

Wir erhalten so drei Gruppen von je vier Punkten und erkennen. dass 
je zwei dieser Gruppen acht associrte Punkte eines Flächennetzes bilden. 

2. Irgend ein Strahl von $, projieirt die vier Punkte A,.... D, durch 
vier Ebenen, welche dieselbe projective Relation ergeben, wie ein derselben 
Fläche @,,, angehörender auf dem Kegel A,(A,....) von &, liegender Strahl. 
Daher ist die projeetive Relation der Ebenen, durch welche die vier Punkte 
A,,... D, von irgend einem Strahle von 3, projieirt werden, constant, oder 


>, gehört einem Reyeschen Complexe*) an, dessen Singularitätentetraeder 


*) Vgl. Reye, dieses Journal Bd. 86, S. 87. 
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(A,, B,,C,,D,) ist. Ebenso gehört &, zu einem Reyeschen Complexe mit 
dem Tetraeder (A,, B,, ©,, D;). 
Hieraus ergiebt sich nun die Klasse von F& 


>, und &,. Bekanntlich 
bilden die sämmtlichen Geraden der Flächen des Netzes einen Strahlen- 
complex dritten Grades. In einer Ebene befindet sich von demselben eine 
Curve dritter Klasse, welche mit dem Reyeschen Complex, dem &, angehört. 
sechs 'Tangenten gemein hat. 3, und 8, sind deshalb sechster Klasse. 


3. Die Brennfläche 2 von F&, und &, wird noch von einem dritten 
Strahlensysteme > 


>, gleicher Art wie die beiden ersten eingehüllt. Wir 
zeigen dies, indem wir ein zweites System von Regelschaaren zweiten Grades 
bestimmen. durch welches F&, beschrieben wird. 


Die Kegel zweiter Ordnung A, und B,, welche zu 38, gehören. 
werden von allen @.., in kubischen Raumeurven geschnitten, welche die 
Punkte A,, ... D, enthalten. Durch jeden Punkt des Kegels A, geht eine 
solche Curve, welcher eine andere auf B, entspricht. Die Punktreihen dieser 
Curven sind projeetiv der Art, dass A,,... D, sich selbst entsprechen und die 
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte Strahlen von &, sind. Es ist 
hierdurch eine eindeutige Abbildung der Kegel A, und B, auf einander 
definirt. Werden jetzt je zwei der Raumeurven auf A, dureh die Schnitte 
mit den Strahlen dieses Kegels projeetiv auf einander bezogen, so erhalten 
wir zwischen je zwei Raumeurven auf B, ebenfalls eine 


projeetive Be- 
ziehung, in welcher A,, 


D, sich selbst entsprechende Punkte sind. Es 
liegen demnach alle einander entsprechenden Punkte der Raumeurven von 
B, auf einem Strahle dieses Kegels. So ist nun jeder Punktreihe einer 
(Geraden des Kegels A, durch die Abbildung auch eine Punktreihe einer 
(reraden von B, projeetiv zugeordnet. Die Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte dieser geraden Punktreihen bilden eine zu &, gehörende Regel- 
schaar. Damit ist ein zweites System von einfach unendlich vielen Regel- 
schaaren zweiter Ordnung von $&, gefunden, welches wir mit @,,, bezeichnen. 
Alle @,,, gehören zu dem Netze, dessen Grundpunkte A,,B,,C,D,, A, BC, D; 


sind. Die Leitstrahlen dieser Regelflächen bilden ein drittes Strahlensystem 
>, zweiter Ordnung sechster Klasse, welches mit den ersten dieselbe Brenn- 


fiäche ? umhüllt. Es besitzt in den Bündeln A,, ... D,, As, ... D, Kegel zweiter 


Ordnung, die mit den schon bekannten übereinstimmen; in den Bündeln 
As, ... D; aber hat es Kegel vierter Ordnung mit je drei Doppelkanten, 


welche Seiten des Tetraeders (A;,... D;) sind. Man erkennt nun leicht, dass 
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S, und 3, ein drittes Flächensystem @,., liefern, dessen Regelschaaren zu 
S&,, dessen Leitschaaren zu 3, gehören. Je zwei der drei Systeme Z,,3,,X, 
können in einem Flächensystem G,.;, zusammengefasst werden. 

4. Zwei Regelflächen desselben Systems schneiden sieh in einer 
Curve vierter Ordnung, zwei Flächen verschiedener Systeme aber in einer 
Geraden und einer kubischen Raumeurve. Jeder Strahl I, von I, wird von 
der Flächenschaar G,;,, in zwei projecliven Punktreihen geschnitten, deren 
Doppelelemente die Berührungspunkte von I, mit PD sind. Von drei Flächen 
Gas, @on, @a, haben je zwei eine Gerade gemein, und diese drei Geraden 
liegen in einer Ebene. Durch einen beliebigen Punkt P des Raumes gehen 
von 3, zwei Strahlen a, und 5b, von &, die Strahlen a,. b, und von X, 


a, und b,, welche sich in folgender Art ordnen. 


Auf einer G,., mögen liegen a, und b,. 


‘ a “ i Bo 
auf einer @,, liegen dann a, - b.. 
- - Gum - - b, - @, 
- - Go, - - nr 
- - Gay - m ui % 


d. In dem Strahlensystem >, liegen dreifach unendlich viele Regel- 
flächen vierter Ordnung, welehe man in folgender Weise findet. >, gehört 


einem Reyeschen Uomplexe S, an, dessen Teetraeder die Ecken A,, ... D, hat: 
die ihnen gegenüberstehenden Flächen seien «&,, 7, 7/1, 0, Alle kubischen 


haumeurven C,, welche durch die Ecken des Tetraeders gehen und auf 
welchen diese Eeken die projeetive helation des Complexes zeigen, sind 
sogenannte Ordnungscurven des Uomplexes*). Alle Sehnen solcher Uurven 
sind Strahlen von S,. Jede C) bestimmt eine collineare Beziehung zwischen 
den Bündeln A, und B,, in welcher dem Büschel (A, /,) der Büschel (B, «, 
jedesmal in derselben Weise entspricht und zwar so, dass entsprechende 
Strahlen der Büschel die Schnittpunkte der (Geraden von &, mit den Ebenen 
P, und «, projieiren. Den Schnittgeraden der Ebene 5, mit dem Kegel 4,. 
welcher zu 8, und 3, gehört, müssen dann die Sehnittgeraden von «, mit 
dem Kegel B,, welcher 8, und 3, zugehört, entsprechen. 

Liegt nun eine Curve C, vor, so kann man fragen nach allen 
Strahlen von &,, welche C} treffen und deshalb Sehnen von (} sind. 


®) Vgl. Reye, Geometrie der Lage. Bd. II. 
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Dureh die Zuordnung je zweier Geraden der Kegel zweiter Ordnung A, und 
B,, welche auf derselben @,., liegen, sind diese Kegel projectiv auf ein- 
ander bezogen. Dem Kegel A, entspricht aber in der durch C; bestimmten 
eollinearen Beziehung ein zweiter Kegel in dem Bündel B,. Die beiden 
Kegel B, sind demnach ebenfalls projeetiv und haben zwei ihrer Sehnitt- 
geraden in der Ebene «, entsprechend gemein. Die Verbindungsebenen 
entsprechender Strahlen beider Kegel B, liefern einen Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung, welcher die sämmtlichen &, angehörenden Sehnen von C7 projieirt. 
Die Fläche F; dieser Sehnen ist daher vierten Grades; C; ist Doppelecurve 
derselben, und sämmtliche Tangentialebenen, welche durch einen Punkt von 
C, gehen, bilden einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung. F/ enthält die acht 
Punkte A,, ... D,, Az ... D, einfach. Je drei Strahlen von &, bestimmen eine 
”,, auf welcher sie liegen. Von jeder @.., enthält F} eine Gerade, und 
zwei F} sind projeetiv auf einander bezogen, wenn die auf derselben @..;, 
liegenden Strahlen einander entsprechen. 

F} kann zerfallen in eine Fläche @,., und eine @,,, und zwar für 
doppelt unendlich viele C}; niemals aber kann F} aus einer Fläche dritter 
Ordnung und einer Ebene bestehen. 

Zu den ©; gehören vier Schaaren doppelt unendlich vieler Curven, 
welche aus einem Kegelschnitt und einer Geraden bestehen, und sechs 
Schaaren einfach unendlich vieler Curven, welehe in drei Gerade zerfallen. 

6. Die Strahlensysteme 8, und I, geben in analoger Weise Ver- 
anlassung zur Construction. von Flächen F} und F}. Eine F/ und eine F} 
sind projeetiv auf einander bezogen, wenn diejenigen Linien einander ent- 
sprechen, welche auf derselben @.., liegen. Solche Linien müssen sich 
schneiden und bestimmen eine rationale Raumcurve, welche wir zunächst 
eonstruiren wollen. 

F} schneidet die Doppeleurve C; von F} in 12 Punkten, vier der- 
selben sind A,, ... D,; die übrigen acht müssen der gesuchten haumeurve 
angehören, welche daher auf keiner Fläche zweiten Grades liegen kann. 
Zwei entsprechende Gerade a, und a, der Flächen bestimmen eine Ebene, 
welche €) ausser in Punkten von a, noch in P, schneiden möge; ebenso 
bestimme die Ebene auf C} den Punkt P,.. Von P, resp. P, projieiren wir 
die egelschaaren F} resp. F} und erhalten so zwei projeetive Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung, welche eine Ebene entsprechend gemein haben. 
Der Sehnitt entsprechender Ebenen der Büschel P, und P, ist deshalb eine 
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Regelfläche dritter Ordnung, welche die rationale Raumeurve enthält. Man 
kann so unendlich viele Regelflächen dritter Ordnung ableiten, welche die 
gesuchte Curve gemein haben. Die Doppelgeraden derselben fallen aber 
auf einander, denn anderenfalls würden zwei solcher Doppelgeraden die ent- 
sprechenden Strahlen der bezüglichen Regelflächen dritter Ordnung dureh 
projeetive Ebenenbüschel projieiren, und die Raumeurve müsste einer Fläche 
zweiten Grades angehören, was nicht möglich ist. 

Die gesuchte Curve R;,, ist der Sehnitt zweier Regeltlächen dritter 
Ordnung mit gemeinsamer Doppelgeraden und deshalb von der fünften 
Ordnung. Die Doppelgerade ist die einzige Gerade, welche vier Punkte 
der Curve enthält, die einfachen Leitgeraden enthalten nur drei Punkte von 
R‘,,,. Man sieht jetzt leicht ein, dass die Verbindungsebenen entsprechender 
Strahlen von F} und F} einen Ebenenbüschel dritter Ordnung ergeben. 

Alle R/., gehen durch die Punkte A;. ... D,;; haben F} und F} eine ı 
meinsame sich selbst entsprechende Gerade, so muss diese durch einen dei 
Punkte A;. .... D, gehen, und AR;,,, redueirt sich auf die vierte Ordnung ete. 

7. Drei beliebige Strahlen von 3, liegen stets auf einer F} und be- 
stimmen letztere. Liegen die drei Strahlen in einer Ebene. so besitzt F’ 
eine einfache Leitgerade t, welche von allen Geraden der F} geschnitten 
wird und deren Punktreihe projeetiv ist zu der Regelschaar F}. wenn jedem 
Punkte von t der ihn enthaltende Strahl von F} zugewiesen wird. Die Strah- 
len von 3,. welche von £ getroffen werden und nicht auf F} liegen, bilden 
eine zweite Fläche F}. Die sämmtlichen Geraden t ergeben ein Strahlensystem 
T zehnter Klasse, da sechs in einer Ebene liegende Strahlen von I, sich 
auf zehn Arten zu Doppelgruppen von je dreien vereinigen lassen. Wir 
werden nun zeigen, dass die Geraden f für 8, und 3, dieselbe Bedeu- 
tung haben wie für >,, d.h. dass alle # treffenden Strahlen von I, resp. 
>, zwei Regelflächen vierten Grades bilden. Ferner ergiebt sich, dass 
7 dieselbe Brennfläche & wie die ersten Systeme hat. 

8. Kine mit der Leitlinie # versehene F/ und eine beliebige } 


5 


+ he- 
stimmen nach No. 6 eine AR},,. Schneidet nun f die F} in einem Punkte 0, 


’O- 


\ 
u \ 


welcher nicht auf Ri, liegt, so lege man durch # und den durch Q 
henden Strahl 4, von F} eine Ebene v. Diese enthält dann die Gerade 
I, von Fi}, welche mit 4, auf einer G.» liegt, und bestimmt auf den Doppel- 
eurven von Fj resp. F} die Punkte P, resp. P.. Die Ebenenbüschel, durch 
welche aus P, resp. P, die Regelschaaren F} resp. F} projleirt werden, be- 


Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 4. 39 
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stimmen auf £ zwei projeetive Punktreihen, deren Doppelpunkte R{,., ange- 
hören. Also ist t Sehne einer jeden auf F; liegenden R\,,. >Scehneidet aber 
t die F} nur in drei Punkten, welche auf A/., liegen, so ist £ auch ein- 
fache Leitgerade von FÜ, und R},,, zerfällt in diese Gerade und vier durch 
die Punkte A,, ... D, gehende Strahlen. 

legt man nun durch drei beliebige Punkte der einfachen Leitlinie 
t von F} drei Linien von &,, welehe mit den in diesen Punkten eintreffenden 
Strahlen von F} entweder iz einer @,., oder nicht in einer G.., liegen, so 
ist im ersten Falle £ einfache Leitgerade der durch die Strahlen von &, 
bestimmten F}, und im zweiten Falle enthält £ ausser den drei gewählten 
Punkten noch zwei andere der bestimmten F} auf RX, und ist deshalb 
auch vollständig auf F3 enthalten. 


Alle Strahlen eines der Systeme I,, >, &;. welche eine Gerade des 


Systemes T treffen, bilden zwei Flächen vierter Ordnung. Alle Strahlen von 
T aber, welche eine Gerade eines der Systeme I, I;, I, schneiden, bilden 
eine nicht zerfallende Regelfläche. 

%). Je zwei auf einer @., liegende Strahlen zweier Flächen F/ 
und 7% mit derselben Leitlinie £, welche nicht Bestandtheil der zugehörigen 


ft\,., ist, liegen mit £ in einer Ebene. Nun trifft # die Curve AR}, in zwei 


Punkten, dureh welche jedesmal nur ei» Strahl von &, und ein Strahl von 
>, gehen kann, und welche deshalb auf der Brennfläche b liegen. Die 
Tangentialebene von & in einem dieser Punkte verbindet die beiden dureh 
ihn gehenden Strahlen von >, und I, und geht dureh £. 


Jede Gerade It 
berührt deshalb die Brennfläche P in zwei Punkten. 


Entsprechende Strahlen 
der hier betrachteten F/ und F} schneiden auf £ zwei projective Punktreihen 
aus, und je zwei zusammengehörende Punkte derselben liegen anf einer @ >). 
Demmach folgt: Die Flächensysteme G.,, @cs, und Go, schneiden auf jedem 
Strahle t von T projective Punktreihen aus, welche gemeinschaftliche Doppel- 
elemente in dem berührungspunkte von t mit D haben. 

Da die Gerade £ je vier Tlangenten der Doppeleurven derjenigen 
F} schneidet, welche # zur Leitlinie haben, so lassen sich durch £ noch acht 
Iübenen legen, in welchen jedesmal zwei Strahlen von &, sich vereinigen. 
Da # selbst Doppeltangente von # ist, so schliessen wir, dass P zwölfter 
Iklasse ist. 


10. Die Bestimmung der Ordnung des Strahlensystemes 7 auf 


direetem Wege macht Schwierigkeiten. Man kann aber zeigen, dass durch 
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einen Punkt von $ höchstens drei Strahlen von 7 zvehen, und hieraus 
schliesst man, dass 7’ sechster Ordnung ist. 

Zwei F} mit derselben Leitlinie ? schneiden sich ausser in f noch 
in zwei Geraden von >&,, welche durch die Berührungspunkte von f mit 
$D gehen und in den zugehörigen Tangentialebenen liegen. Sei nun L ein 
beliebiger Punkt von $ und A die Tlangentialebene von PD in L. Dureh 
L geht ein Strahl /, von &,, welcher auch in 4 liegt. Wir wollen zwei 
F} bestimmen, welche dieselbe Leitlinie haben und sieh in /, schneiden. 
t geht durch Z und liegt in 4. Die vier Strahlen von &,. welche ausser 
I, in A sich befinden, können auf drei Arten in zwei Gruppen von je zwei 
Strahlen getheilt werden. Jedesmal ergeben sich zwei F} mit derselben 
Leitlinie #. Also durch jeden Punkt der Brenntläche gehen drei Strahlen 
von 7, welche in der zugehörigen 'Tiangentialebene liegen. Da aber & 
vierter Ordnung ist, so giebt es keine durch Z gehende nicht in % liegende 
Doppeltangente von $. Es ist daher T' sechster Ordnung. 

Singuläre Punkte von 7’ sind die zwölf A. ... D,. A. ... D.. A. ... D,. 
von welchen jeder den schon bekannten Kegel vierter Ordnung liefert: die 
Kegel zweiter Ordnung dieser Punkte gehören aber nieht zu 7" 


88. 
Das Strahlensystem zweiter Ordnung sechster Klasse zweiter Art 

1. Aus den acht associrten Punkten eines Flächennetzes wählen 
wir zwei A, und A, beliebig aus und bezeichnen die übrigen mit B,. 
m: ii Das A, A, legen wir eine beliebige Ebene u und suchen alle 
Flächen des Netzes auf, welehe von « berührt werden. Dabei schalten 
wir diejenigen aus, welche die Gerade A,A, enthalten und einen Flächen- 
büschel bilden. Die Ebene « möge die Kerneurve (, des Netzes ausser 
in den beiden auf A, A, befindlichen Punkten in C,, ©,. C,, C, tretten. 

Durch die beiden Schaaren von Erzeugenden der Flächen, welche 
wir mit @.», bezeichnen, sind zwei Strahlensysteme >, und 3, zweiter Ord- 
nung bestimmt. 2, enthalte den Strahlenbüschel (A,u). 3, den Büschel 
(A,u); dann ergiebt sich nach $ 1 Folgendes: 


>, hat in dem Bündel A, einen Kegel fünfter Ordnung mit den sechs 
Doppelkanten A, (B,,... B,) und den einfachen Strahlen A, (A,, C,.C,.0,. €, 
in dem Bündel B, einen Kegel dritter Ordnung mit der Doppelgeraden 
B,A, und den einfachen Linien B,(B,,... Bs, O,, ... C,). 


+ 


a 
— 
." 
>. 
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>, besitzt in dem Bündel A, einen Kegel fünfter Ordnung mit den 
Doppelkanten A,(B,,.... B,) und den einfachen Strahlen A,;(A,, C,, ©;, C;, C,), 


in dem Bündel B, einen Kegel dritter Ordnung mit der Doppelkante B,A, 
und den einfachen Strahlen B,(B,, ... B,, Ci, ».. C,). 


Die beiden Strahlensysteme &, und &, haben dann noch vier Kegel- 
flächen zweiter Ordnung gemein, deren Mittelpunkte C,,... C, sind, und welche 
die Strahlen C,(A,, As, B,,... B,) enthalten. Diese Kegel gehören zu dem 
Flächensysteme @ >). 

2. 2, und 8, sind beide von der sechsten Klasse. Wir wissen näm- 
lich, dass die Tangentialebenen aller @,., in dem Punkte A, einen Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung bilden ($ 1, 1.), und deshalb sind die Polarebenen 
eines beliebigen Punktes P des Raumes bezüglich aller @.., Tangential- 
ebenen eines Kegels zweiter Ordnung, dessen Spitze P’ dem Punkte P hin- 
sichtlich des Netzes eonjugirt ist. In einer beliebigen Ebene » hüllen nun 
nach bekannten Sätzen die Sehnitteurven der @.., mit » eine Curve vierter 
Ordnung ein, welche auf der Brennfläche liegt. Dieses Curvensystem hat 
sechs Linienpaare und ergiebt zwölf Gerade, welche sich gleichmässig auf 
>, und 3, vertheilen, jedoch der Art, dass alle zu 3, resp. &, gehörenden 
Strahlen Aeinen Kegelschnitt umhüllen. 

3. Wir suchen die Berührungspunkte der Ebene « mit allen @., 
auf. Die dureh die Punkte B,, ... BD, gehende kubische Raumeurve trifft « 
ausser in Punkten der Geraden A, A, in einem Punkte S. Alle Curven 
des Netzes schneiden « ausser in A, und A, in zwei Punkten, deren Ver- 
bindungslinie durch S geht. Irgend eine Fläche des Netzes treffe « in dem 
Kegelschnitte 4, auf dem durch S als Centrum eine Involution bestimmt 
wird. Projieiren wir die Punktepaare derselben von A, und A,, so erhalten 
wir zwei projeetive Strahlenbüschel, deren Schnitt ein Kegelschnitt o ist. 
o ist der gesuchte Ort der berührungspunkte von u mit den @,., und enthält 
die Punkte (A,, As, 0, ... C,). 

4. In jedem der Strahlensysteme >, und 3, ist eine doppelt un- 
endliche Zahl von Regelflächen dritter Ordnung enthalten. Durch A, legen 
wir eine beliebige Gerade l und fragen nach allen Strahlen von &,, welche 
! schneiden. Jede Ebene des Büschels / projieirt einen Strahl des zu 3, 
vehörenden Strahlenbüschels (A,«) und enthält eine» Strahl von F&,, der 
mit dem ersten in einer Ga, hegt. Auf derselben @.., befindet sich von 
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dem zu 8, gehörenden Kegel B, ein bestimmter Strahl, welchen wir von 
ler Geraden B, A, aus projieiren. Durch diese Zuordnung sind die Ebenen- 
büschel Z und B, A, projeetiv und erzeugen eine Regelschaar F! zweiter 
Ordnung, auf welcher der Kegelschnitt o liegt. Diese Schaar F; ist nun 
auch projectiv zu dem Büschel /, und jede Gerade der Schaar wird von 
demjenigen zu 3, gehörenden Strahle geschnitten, welcher in der ihr ent- 
sprechenden Ebene des Büschels / liegt. Durch Vertauschung von B, mit 
B, ergiebt sich eine zweite Regelschaar F}', welche o enthält und projeetiv 
zu F; und dem Büschel / ist. Entsprechende Strahlen von F; und F} treffen 
einander auf o, und es bilden daher die Verbindungsebenen derselben einen 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welcher die gesuchten Strahlen von X, 
enthält und projeetiv zu dem Büschel 7 ist. Entsprechende Ebenen der 
letzten beiden Büschel schneiden sich in den Geraden einer Regelfläche F, 
dritter Ordnung, deren Doppelgerade I! ist und welche zu I, gehört. Je zwei 
Strahlen von 3, werden von einer durch A, gehenden Geraden geschnitten 
und liegen deshalb auf einer F}. Die Zahl dieser Flächen und demnach 
auch die Zahl ihrer einfachen Leitlinien t ist doppelt unendlich gross. Die 
Linien t bilden ein Strahlensystem T' fünfzehnter Klasse, da die sechs in einer 
Ebene liegenden Strahlen von >, sich auf fünfzehn Arten zu zweien com- 
biniren lassen. 

Die Ordnung von 7’ bestimmen wir später. 

5. Die Geraden des Bündels A, sind Doppelgeraden von Flächen 
F/, welche zu 3, gehören und einfache Leitlinien besitzen, die wieder das 
Strahlensystem 'T liefern. 

Zwei Regelflächen F} und F} sind projeetiv, wenn diejenigen Strahlen 
einander entsprechen, welche derselben @,,, angehören. Die Doppelgeraden 
! und 7’ dieser Flächen projieiren entsprechende Strahlen durch projective 
Ebenenbüschel, welche eine Fläche zweiter Ordnung erzeugen. Auf ihr 
liegt der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen von F} und F\. 
Dieser ist deshalb eine rationale Raumeurve Ai... welche von den ein- 
fachen Leitgeraden der F} und F} je in zwei Punkten geschnitten wird. 

Auf der einfachen Leitlinie £ einer beliebigen F} greifen wir irgend 
zwei Punkte heraus und legen durch sie solche Strahlen von 3,, welche 


mit den dureh diese Punkte gehenden zu F} gehörenden Strahlen nicht auf 


einer G.», liegen. Diese Strahlen von &, bestimmen eine F}, welche mit 
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F, eine A‘, liefert. Die Gerade t hat dann mit F} vier Punkte gemein 
und ist deshalb auch einfache Leitgerade dieser Fläche. 


6. Eine F} und eine F, mit der gemeinschaftlichen Leitlinie # sind 


projeetiv auf einander bezogen, wenn diejenigen Strahlen einander ent- 
sprechen, welche auf derselben @,., liegen. Die Verbindungsebenen ent- 
sprechender Strahlen bilden den Ebenenbiüsechel #; hieraus ergiebt sieh, dass 


die Schnittpunkte von £ mit Ri., auf der Brennfläche $ liegen und die 


Tangentialebenen von ? in diesen Punkten dureh £ gehen. Die Brennfläche 
von T ist deshalb ebenfalls die Fläche »&. 

Da entsprechende Strahlen von F/ und F} auf der gemeinsamen 
Leitlinie 2 zwei projeetive Punktreihen ausschneiden, so folgt, dass das 
Flächensystem G,.., jeden Strahl t in projectiven Punktreihen trifft, deren 
Doppelemente die Berührungspunkte von t mit der Brennfläche sind. 

‘. Wir bestimmen die Ordnung des Strahlensystems T. Jede F/ ent- 
hält zwei Strahlen des Bündels A,, welche auf dem in No. 1 gefundenen 


Kegel fünfter Ordnung liegen. Die Ebenen, welche diese Strahlen mit der 


Doppelgeraden / von F, verbinden, gehören dem Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung an, der aus den Tlangentialebenen aller @.., in dem Punkte A, 
besteht. Jeder Ebene des letzteren ist projeetiv ein in ihr liegender Strahl 
des Kegels fünfter Ordnung A, zugeordnet, welcher allen F} angehört. 
deren Doppelgeraden / in der ersten Ebene einen Büschel bilden. Beschreibt 
nun / einen beliebigen Strahlenbüschel (A,r) um A,, so ergiebt sich auf 
dem Tangentialebenenkegel eine Involution, welche auf den Kegel A, fünfter 
Ordnung übertragen wird. Die Verbindungsebenen der Strahlenpaare des 
letzten Kegels umhüllen bekanntlich einen Kegel K vierter Klasse, den so- 
genannten Involutionskegel. In der Ebene v liegt ein Strahl a, von 3. 
welcher nieht durch A, geht. Er befindet sich auf allen F/, deren Doppel- 
geraden zu (A,r) gehören und deren einfache Leitlinien durch die Ebenen 
des Kegels K projieirt werden. Durch jeden Punkt P von a, gehen des- 
halb vier soleher Leitlinien. Da P noch auf einem zweiten Strahle b, von 
2, liegt, so finden sich noch weitere vier Strahlen von 7, welche durch P 
gehen und Leitlinien solcher F} sind, die 5b, enthalten. 


Das Strahlensystem 
T ist achter Ordnung. 


Die Gleichung achten Grades, von welcher die De- 
stimmung der acht durch einen Punkt gehenden Strahlen von 7’ abhängt. 
ist algebraisch auflösbar. 


85. Die sämmtlichen Strahlen von T, welche eine Gerade a, von 2, 
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schneiden, bilden zwei verschiedene Regelflächen. ie eine besteht aus allen 
Linien t, welche Leitgeraden solcher F} sind, die a, enthalten. Durch jeden 
Punkt von a, gehen vier solcher Geraden #, und in jeder Ebene dureh «, 
liegen fünf solcher t. Diese Regelfläche ist daher vom neunten und die zweite 
vom vierzehnten Grade. Man sieht jetzt den Grund ein, warum bei dem 
Strahlensysteme sechster Klasse erster Art ein ähnliches Zerfallen der von 
Geraden des zugeordneten Systemes gebildeten Regeltläche, welche einen 


Strahl des ersten Systems schneiden, nieht Statt finden kann. 


Sr 
f 


Das Strahlensvste zweiter Ordnun® fünft: K 


l. Die beiden oben betrachteten Strahlensysteme sechster Klasse 
können nur dann übereinstimmen, wenn die acht assoeiirten Punkte. von 
welchen wir ausgingen, eine specielle Lage haben. Es erniedrigt sieh abeı 
dann die Klasse der Strahlensysteme, und wir erhalten die allgemeinen 


Strahlensysteme zweiter Ordnung fünfter Klasse. 


Von den acht associrten Punkten mögen vier einer Ebene u,. die 


vier anderen der Ebene u, angehören. Die Kerneurve des Netzes besteht 
dann aus der Geraden «,«u, und einer nieht rationalen Raumeurve tünfteı 
Ordnung, welche auf einer Regellläche zweiten Grades liegt. Die sechzehn 
Verbindungslinien je zweier Punkte, welche nicht beide in «, oder «, liegen, 
sind Sehnen der eigentlichen Kerneurve. Anschliessend an die Bezeichnung 
der Singularitäten und die Construction des Strahlensystems sechster Klasse 
erster Art theilen wir die acht Punkte in zwei Gruppen von je vieren jedoeh 
so, dass ein Punkt A, von «, mit drei Punkten von «, und folglich ein 
Punkt A, von «, mit drei Punkten von «, je eine Gruppe bildet. 4A, is 
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung, dessen Strahlen einem Systeme 
>, angehören, und welcher hier zerfallen muss in die Ebene A,(B,, C,. D 
und eine beliebige durch A,A, gelegte Ebene u,. Die Strahlen des Kegels 
bilden demnach den in 4, liegenden Strahlenbüschel. 

Man sieht sofort ein, dass wir es hier auch mit einem Speeialfall 
des Strahlensystems sechster Klasse zweiter Art zu thun haben. 

Wir suchen zunächst alle singulären Punkte der drei hier auftretenden 


gleichartigen Strahlensysteme zweiter Ordnung auf. Auf der Geraden u, 


wird durch alle Flächen des Netzes eine Involution ausgeschnitten. Der 
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Schnittpunkt von «u, mit u, it; sei K, welchem A; in der Involution zuge- 
ordnet sei. Es treffe ferner u, die eigentliche Kerneurve abgesehen von 
den beiden auf A,A, liegenden Punkten in B,, C,, D,. Wir haben so drei 
(zruppen von je vier singulären Punkten A,, B,, C,, D,, einen dreizehnten 
singulären Punkt K und ausserdem drei singuläre Ebenen u,, ts, tz. 

Für die drei Strahlensysteme 3), 8,8, haben jene folgende Be- 
deutung. Es mögen durch «, , y die Ziffern 1, 2, 3 in irgend welcher Reihen- 
folge bezeichnet werden. 

K ist Mittelpunkt eines Strahlenbüschels von 38, in der Ebene u. 
A, ist Mittelpunkt eines Büschels von >, resp. &, in der Ebene «, resp. 
&,;, und Mittelpunkt eines Kegels vierter Ordnung von 3, mit den Doppel- 
kanten A,(B,,C,, D,) und den einfachen Strahlen A,(A;, A,: B;, C,,D;; 
B,,C,,D,). 

B., ist Mittelpunkt eines Kegels dritter Ordnung von &, mit der Doppel- 
kante B,A, und den einfachen Strahlen B,(K, B;, C,, D;, B,,C,,D,) und 
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung von 3, und &, mit den Strahlen 
B.(A;, Ba, O5, Da; A,, B,, C,, D,) 

Analoges gilt für die Punkte C, und D.. 

In jeder Ebene u, liegen sechs singuläre Punkte, welche einem Kegel- 
schnitt angehören. 

Das Flächensystem @,.s, besitzt ein Ebenenpaar «,, «, mit dem Punkt- 
paar K, A,. Das System 3, enthält alle Geraden von u, und seine Klasse 
erniedrigt sich deshalb auf fünf; es liegt ferner in einem Reyeschen Uom- 
plexe mit dem Tetraeder (A,, B,,C,, D.) und enthält Regelflächen vierter 
Ordnung, deren Doppeleurven Ordnungscurven dieses Complexes sind. 

3. Das Strahlensystem >, enthält eine doppelt unendliche Zahl 
von Regelflächen dritter Ordnung, deren einfache Leitlinien das zugeordnete 
System T sechster Ordnung zehnter Klasse bilden. 


Alle Strahlen von Z,, welche eine Gerade t von T treffen, bilden eine 


Regelfläche dritter und eine vierter Ordnung. 
Alle Strahlen von T', welche eine Gerade a, von 2, schneiden, bilden 


eine Regelfläche siebenter und eine neunter Ordnung. Alle Strahlen von > 


welche eine Gerade a; von >; treffen, liefern eine Regelfläche zweiter und 
eine fünfter Ordnung. 
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SD. 
Das Strahlensystem zweiter Ordnung vierter Klasse. 

1. Enthält das Flächennetz der associürten Punkte zwei Ebenenpaare, 
so wird man zu dem Strahlensystem vierter Klasse geführt. Ohne hier aus- 
führlieh auf die Eigenschaften desselben und des zugeordneten Systems ein- 
zugehen, will ich nur die Lage der singulären Punkte und Ebenen ableiten. 
Die Bezeichnungen derselben richten sich nach ihren Beziehungen zu den 
vier gleichartigen Strahlensystemen, welche hier auftreten. 

Die Kerneurve des Netzes besteht aus zwei (Geraden und einer Raum- 
eurve C, vierter Ordnung erster Species. Acht Verbindungslinien von zwei 
Punkten sind Sehnen von €, und bilden zwei windschiefe Vierseite. welche 
mit C, je auf einer Fläche zweiten Grades liegen. 

Die Ebenenpaare bezeichnen wir mit (13), (25) und (14), (24). Durch 
zwei Punkte, deren Verbindung eine Sehne von (©, ist, legen wir eine be- 
liebige Ebene (12), welche Tangentialebene aller Flächen @,,, sein möge. 
Durch die Seite, welche jener Sehne von C, in einem der oben genannten 
Vierseite gegenübersteht, geht dann ebenfalls eine allen @,,,, gemeinsame 'Tan- 
sentialebene (34), welehe (12) in einer Sehne von €, schneidet. Die beiden 
Punkte dieser Sehne, welche auf C, liegen, liefern mit den vier Punkten. 
in welchen (12) und (34) die Geraden (13)(23) und (14)(24) schneiden. 
und den acht gegebenen die vierzehn singulären Punkte «der Strahlensysteme. 
Die sechs singulären Ebenen sind aber (12)(54), 13)24. (14)(23). ‚Jede 
dieser Ebenen enthält sechs singuläre Punkte, welche auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 

2. Zwei Ebenen (eP) und (ad) enthalten zusammen zehn der 
singulären Punkte, von welchen acht nieht gleichzeitig in beiden Ebenen 
liegen. Man erhält so sechs Gruppen von acht Grundpunkten eines Flächen- 
netzes, welche dieselbe Anordnung zeigen wie die gegebenen, und welche 
stets wieder zu denselben vierzehn Punkten führen. Es ergeben sieh vier 
gleichartige Strahlensysteme zweiter Ordnung vierter Klasse &,(e=1,... +). 
Je zwei derselben lassen sich durch das Flächensystem @,.;, zusammen- 
fassen, welches einem der sechs angeführten Flächennetze angehört. Ein 


X p ) 


System >, lässt sich auf drei Arten durch Regelschaaren zweiter Ordnung 
beschreiben, und es ergeben sich somit auch drei Reyesche Complexe, in 


welchen Z, liegt. Jedes Flächensystem @,,,, enthält zwei Ebenenpaare. 
Journal für Mathematik Bd. XCV. Heft 4. 40 
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3. Das zugeordnete System T ist vierter Ordnung sechster Klasse 
und lässt sich auf eine Art durch Regelflächen zweiten Grades beschreiben, 
deren beide Schaaren zu 7" gehören. Diese Flächen liegen in einem Netze 
mit den drei Ebenenpaaren (12)(34), (13)(24), (14)(23). 

Alle Strahlen von 2,, welche eine Gerade t von T treffen, liefern 
zwei Regelflächen dritter Ordnung. 

Alle Strahlen von T, welche eine Gerade a, von Z&, schneiden, liegen 
in zwei Regelflächen fünfter Ordnung. 

Alle Strahlen von &,, welche einen Strahl a, von 3; treffen, bilden 
eine Fläche zweiter und eine vierter Ordnung, deren Doppelcurve eine 
OÖrdnungseurve eines Reyeschen Complexes ist, in dem &, liegt. 


$ 6. 
Das Strahlensystem zweiter Ordnung dritter Klasse. 

Enthält das Netz der acht assocürten Punkte drei Ebenenpaare, so be- 
steht die Kerneurve aus drei Geraden und einer Raumeurve C, dritter Ord- 
nung. Vier Verbindungslinien von zwei Punkten sind Sehnen von C;,. Durch 
eine derselben lege man eine Ebene, welche von allen @.., berührt werden 
soll. Die Ebene trifft C, in einem Punkte, welchen wir von den drei anderen 
Sehnen projieiren. So ergeben sich vier Ebenen, welche durch einen Punkt 
von C, gehen und von allen @,,., berührt werden. Diese vier Ebenen treffen 
die Schnittgeraden der Ebenenpaare in sechs Punkten, welche mit dem auf 
C, bestimmten Punkte und den acht gegebenen die fünfzehn singulären 
Punkte liefern. Die vier Tangentialebenen der G,.,, und die drei Ebenenpaare 
ergeben die zehn singulären Ebenen. 

2. Das zugeordnete Strahlensystem T der vorigen Nummer zerfällt 
jetzt in zwei Systeme zweiter Ordnung dritter Klasse, so dass die Brenn- 
fläche $P von sechs gleichartigen Systemen Z, umhüllt wird. Je zwei der- 


selben liefern ein System G@..s. Eines dieser Strahlensysteme >, kann auf 
fünffache Weise durch Regelschaaren @..s, beschrieben werden. Je zwei 
solcher Systeme @,s, haben vier gemeinsame Punkte, die Ecken eines 
Teetraeders, welches die Singularitätenfläche eines durch &, gehenden Reye- 
schen Complexes ist. >, liegt deshalb in zehn solcher Complexe. 

Alle Strahlen von Z&,, welche eine Gerade a, von Z&; treffen, liefern 


eine Regelfläche zweiter und eine dritter Ordnung. 
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SH. 
Das Strahlensystem zweiter Ordnung zweiter Klasse. 

Schliesslich nehmen wir an, dass in dem Flächennetze zweiter Ordnung 
vier Ebenenpaare sich befinden. Dann besteht die Kerneurve aus den vier 
Sehnittgeraden der Ebenenpaare und den beiden Geraden e, und e,, welehe 
diese vier ersten schneiden. ce, und ce, sind einander eonjugirt bezüglich 
aller Flächen des Netzes. Die acht associirten Punkte sind der Art xe- 
paart, dass die Verbindungslinie a eines jeden Paares e, und e, trifft. Die 
beiden durch eine Linie a an irgend eine Fläche des Netzes „eleoten 
Tangentialebenen bilden ein Paar des involutorischen Ebenenbüschels, dessen 
Ordnungselemente (ac,) und (ac,) sind. 

Legt man durch a eine beliebige Ebene u, welche von allen Flächen 
G.., berührt werden soll, so ist damit im Büschel a eine zweite Tangential- 
ebene «' aller @.., bestimmt. « und «’ schneiden die vier Schnittgeraden 
der Ebenenpaare in weiteren acht singulären Punkten. Die Ebenenpaare. 
welche von den drei übrigen Linien a nach diesen acht Punkten gelegt 
werden, ergeben sechs weitere Tangentialebenen aller @.,. Man erhält 
so im Ganzen sechzehn singuläre Punkte und ebensoviele singuläre Ebenen, 
welche die bekannte sich selbst reeiproke Anordnung der Knotenpunkte 
und singulären 'Tangentialebenen einer Kummerschen Fläche zeigen. 

Es giebt sechs gleichberechtigte Strahlensysteme zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse mit derselben Brennfläche $. Je zwei derselben lassen 
sich auf zweifache Weise zu hegelflächen @,.,, vereinigen, und es ergeben 
sich deshalb, wie bekannt, vierzig Reyesche Complexe, welche durch ein 
Strahlensystem gehen. — 


8. 
Die Kerneurve eines Flächennetzes zweiter Ordnung. 

Die Anordnungen der singulären Punkte der beiden Strahlensysteme 
zweiter Ordnung sechster Klasse geben Veranlassung zu zwei verschiedenen 
projectiven Erzeugungsarten der Kerncurve C, eines Flächennetzes. 

Lässt man nämlich die acht associirten Punkte eines Flächensystemes 
@., ungeändert, so bewegen sich die vier übrigen singulären Punkte der 
Strahlensysteme auf der Kerneurve C, des durch @,,, bestimmten Netzes. 
D (12) 

Dabei verändern sich die Kegelflächen der ersten acht singulären 

40 * 
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Punkte so, dass jede derselben einen Büschel beschreibt. Alle diese Kegel- 
büschel sind unter einander projeetiv, und wir erhalten die Punkte der 
Kerneurve als Schnitte einer Anzahl projectiver Kegelbüschel von der ersten 
bis fünften Ordnung. So ergiebt sich unter Berücksichtigung der Singu- 
laritäten des Strahlensystemes sechster Klasse erster Art: 

Die Kerneurve eines Flächennetzes kann erzeugt werden durch den 
Schnitt von drei beliebigen aus acht projeetiven Kegelbüscheln zweiter und 
vierter Ordnung und zwar auf 35 verschiedene Weisen *). 

Aus der Anordnung der Singularitäten des Strahlensystems sechster 
Klasse zweiter Art findet man: 

Die Kerneurve eines Flächennetzes kann erzeugt werden durch die 
Schnitte projeetiver Kegelbüschel erster, dritter und fünfter Ordnung und 


zwar auf 28 verschiedene Weisen. — 


“) Vgl. Hesse (dieses Journal Bd. 49. S. 279.) 
Aachen im Juli 1883. 
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Nachtrag zur Abhandlung „Die Steinerschen Polv- 
gone“ Seite 105 dieses Bandes. 


(Von Herrn P. H. Schoute in Groningen.) 


R 

Erst nachdem der oben bezeichnete Aufsatz schon abgedruckt war. 
erhielt ieh Kenntniss von einer Arbeit, welche Herr K. Küpper über den 
nämlichen Gegenstand bereits 1873 in den Prager Abhandlungen publieirt 
hat, und welche einen rein geometrischen Beweis der von Steiner »estellten 
Probleme enthält. 

Wenn ich im Folgenden einige Punkte der Küpperschen Abhand- 
lung kurz bespreche, so verfolge ich hiermit einen doppelten Zweck, näm- 
lich erstens die Beweisführungen beider Arbeiten einander gegenüber zu 


stellen, zweitens die Resultate des Herrn Küpper um einige zu vermehren. 


l. Die Beweise von Herrn Käpper beruhen in letzter Instanz fast 
alle auf folgendem Grundsatze: 

„Wenn eine Curve C’ acht von den neun Schnittpunkten zweier 
(seradentripel enthält, enthält sie auch den neunten.“ 

In anderer Fassung bildet dieser Satz ebenfalls die Grundlage meiner 
Jeweise. 

Wo die Beweisführungen dem Kerne nach sich gleiehen, können 
nur Unterschiede in der Form obwalten; diese sind dadurch bedingt, «dass 
Herr Küpper aus der gemeinsamen Quelle sogleich einen sehr allgemeinen 
Hauptsatz ableitet, um diesen weiterhin zu speeialisiren; dagegen habe ich 
mich bestrebt, immer vom Einfacheren zum Zusammengesetzteren tortzu- 
schreiten. 

Der Küppersche Hauptsatz ist folgender: 

I. „Wenn man auf einer Curve C’ eine gewisse Menge von festen 


Fundamentalpunkten a, b, e, d, ... beliebig annimmt und nach einander 
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die Geraden Oal, 152, 2c3, 3d4, ... zieht, wo 0, 1, 2, 3, 4 nun mit 
dem Nullpunkte veränderliche Punkte von C* bedeuten, so schneidet die 
Gerade (2m, 2» +1), welche irgend einen bestimmten paaren Punkt 2m mit 
irgend einem bestimmten unpaaren Punkte 2r»+1 verbindet, die Curve C' 
zum dritten Male in einem Punkte P, der bei Bewegung des Nullpunktes 
seine Lage nicht ändert.‘ 

Der Beweis ist ungefähr folgender: 

„Angenommen, die Geraden (2m —1, 2») schneiden sich in einem festen 
Punkte P von ©’, so folgt aus dem Grundsatze, dass die Geraden (2m, 2n+1 
sich ebenfalls in einem festen Punkte Q von C©° schneiden. Ist der Satz 
für die Geraden (0, 2p+1) bewiesen, so ist er also allgemein bewiesen. 
Wiederum angenommen, die Geraden (0, 2p—1) schneiden sich in einem 


festen Punkte P von C’, so thun dies also die Geraden (1,2p) in einem 
anderen festen Punkte Q, und dem Grundsatze zufolge auch die Geraden 
(0, 2p+1) in einem dritten festen Punkte AR. 


j 
/ 


Ist der Satz für die Geraden 
(0, 1) bewiesen, so ist er also allgemein bewiesen. Aber die Geraden (0,1 
sehen alle durch a, u. s. w.“ 

Aus dem allgemeinen Hauptsatze Küppers leite ich die nachstehenden 
T'heoreme ab: 


a. „Es giebt vier der Curve C? eingeschriebene (22-+1)- Ecke, 


deren Seiten der Reihe nach durch (2r+1) auf C° gegebene Punkte gehen“. 

Sind @,, @,... 4, die gegebenen Punkte, und zieht man von einen 
willkürlich auf C° gewählten Nullpunkte ausgehend die Geraden 0a,1, 1a,2 
24,3, ... und 2n a,,;,, 2n+1, so gehen die Geraden (0, 22+1) bei Bewegung 
des Nullpunktes durch einen festen Punkt P von ©’; die vier Punkte, 
welche P zum Tangentialpunkte haben, sind also Coineidenzpunkte von 0 
und 2»-+1, u. s. w. *). 


b. „Legt man die Seiten eines eingeschriebenen 2(2n+1)-Ecks 


in der nämlichen Ordnung zweimal nach einander durch 2»+1 auf 0° ge- 
gebene Punkte, so ist das Polygon immer ein geschlossenes‘. 


” 
ud * 


Ist a, b ein Steinersches Paar »ter Ordnung, so ist dies auch 
mit jeder Projection a,, b, von a, b aus einem willkürlichen Punkte von €’ 


*) Durch die drei Schnittpunkte von C’ mit einer Geraden kann man nur drei 


eingeschriebene Dreiecke legen (Seite 109, 5a), da der vierte ganz mit der Geraden 
zusammenfällt. 











Schoute, die Steinerschen Polygone. 319 


ı) 


der Fall. Deuten wir mit Küpper das ganze System dieser Projeetionen dureh 
das Symbol [a, b] an, so sagt der oben stehende Satz von Clebsch aus, dass 
die Paare eines willkürlichen Systems [a, 5] entweder alle Steinersche Paare 
n'er Ordnung sind — und Clebsch nennt diese Paare dann Paare gleicher 
Klasse —, oder kein Paar die Bildung eines Steinerschen 2n-Keks zulässt. 

Bekanntlich hat Clebsch auf analytische Weise dargethan, dass ein 
Punkt a, wenn » — und das will ich in der Folge immer voraussetzen 
— eine Primzahl ist, »—1 Punkte 5b bestimmt, die mit a ein Steinersches 
Paar a! Ordnung bilden; ferner hat er gezeigt, dass diese »—1 Punkte 
b sich so in »+1 Gruppen von je »—1 Punkten vertheilen lassen, dass die 
Combination von a mit den »—1 Punkten irgend einer dieser Gruppen eine 
Anzahl von » näher mit einander verwandten Punkten liefert. Ein Ver- 
dienst Küppers ist es, dass er diese nähere Verwandtschaft geometrisch nach- 
gewiesen hat. Ich will versuchen in aller Kürze anzugeben, wie er dies 
erreicht hat, um nachher auch die verschiedenen Gruppen, welche zur Zahl 
» gehören, in die geometrische Betrachtung aufzunehmen. 


3. Zum Ziele führen die folgenden Sätze, die ich mit Ausnahme 
des letzteren dem Inhalt nach der Küpperschen Abhandlung entlehne: 

ll. „Ist 0, 1,2, ... 2»—1 ein Steinersches 2r-Eck für das Paar 
a, b und Öd irgend eine ungerade Zahl, so gehen die Geraden (0, 0), (2, d+2 
4,044), ... alle durch den nämlichen Punkt e von C°’, der bei Bewegung 
des Nullpunktes seine Lage nicht ändert. Ebenso gehen die Geraden 
1,9+1), 8,0+3), (5,d+5), ... alle durch einen anderen festen Punkt 
d von C°“ *), 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von 1. 

Ill. „Wenn es bei einem Steinerschen Polygone einmal eintritt, dass 
zwei paare Ecken «, v sich mit einer unpaaren Eeke 4 auf einer Geraden 
befinden, so geschieht dies bei allen paaren Ecken paarweise, und es gehen 
die Geraden (u+2,vF2), (u+4,v74), ... ebenfalls durch 3.“ 

Dieser Satz wird mittelst des Grundsatzes bewiesen. 

Ist a, b wieder ein Steinersches Paar »!° Ordnung und nimmt man 


*) Da a, b und c, d die Curve C° im nämlichen Punkte zum dritten Male treffen. 
enthält dieser Satz noch mehr, was ich bei Seite lasse. Man kann ihm auch folgende 
Fassung geben: 

„Ist O, 1, 2, 3, ... ein Steinersches 2n-Eck, so ist 0, 3, 6, 9, ... es auch. 
und ebenso 0, 5, 10, 15, ... u.s. w.“ 
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den Punkt a als Nullpunkt eines Polygons an, so erhält man ein Polygon 
mit sehr merkwürdigen Eigenschaften. Die Eekpunkte 0, 1, ... 2n—3. 
2n—2, 2n—1\ sind dann der Reihe nach a, Tangentialpunkt von a, 
Tangentialpunkt von b, b und der dritte Schnittpunkt von ab mit C°. Nenn! 
man es mit Käpper ein Kernpolygon, so findet man weiter aus den vorher- 
gehenden Sätzen: 

IV. „Jede Gerade, die zwei paare Ecken u, v eines Kernpolygons 
verbindet, schneidet C° zum dritten Male in der unpaaren Ecke = u+rv--] 
(oder u+rv+1 um 2» verringert). Die unpaaren Ecken 1,5, 9, 13, 
eines Kernpolygons sind die Tangentialpunkte der paaren Ecken 0, 2,4, 6, .. 

V. „Jede Combination «, » zweier paaren Ecken eines Kernpolv- 
sons bildet ein Steinersches Paar »'° Ordnung. >ie gehören alle den 


Ä 


er 
2) 


im) 


Systemen [0, 2], [0,&], ... [0, 2(» —1)] an, die nur verschiedene Systeme 
liefern, da die Systeme [0, 2p] und [0,2(»—p)] identisch sind.“ 

Die Gruppe von » Punkten O0, 2, 4, .... 2(a—1) nennt man eine 
Involutionsgruppe. 

VI. „Projieirt man die paaren Ecken eines Kernpolygons vom Steiner- 
schen Paare a, b aus einem beliebigen Punkte p der C° und die unpaaren 
Ecken aus dem Tangentialpunkte von p, so erhält man die Ecken eines 
neuen Kernpolygons, welches den Projeetionen a,, b, von a, b aus p an 
gehört.“ 

Deshalb bilden die Projectionen einer Involutionsgruppe zum Paare 
a, b ein Grappensystem |a, b). 

V1l. „Zwei Involutionsgruppen. welche aus einem gewissen Punkte 
p, von CE’ Projeetionen von einander sind, erscheinen auch als Projectionen 
von eimander aus a—1 anderen Punkten p,, 53, -.. p,, und diese » Punkte 
p bilden wieder eine Involutionsgruppe Je zwei dieser drei connexen 
Gruppen sind die Projeetionen von einander aus jedem l’unkte der dritten.“ 

VIII. „Die im Gruppensystem [a, 6] einen willkürlichen Punkt von 
©’ enthaltende Gruppe ist identisch mit der diesem willkürlicehen Punkte 
zukommenden Gruppe von Clebsch. 


Denn die kreuzweise Verbindung zweier Paare aus verschiedenen 
Gruppen des Gruppensystems [a, b] liefert nach VII. immer wieder ein 
Steinersches l’aar einer zum nämlichen System gehörenden Gruppe. 
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4. Wenn es mir gelungen ist nachzuweisen, dass die Gruppensysteme 
[a,b] von Herrn Küpper mit den Gruppen von Steinerschen Punktepaaren 
verschiedener Klasse von Clebsch identisch sind, so liegt mir noch ob zu 
zeigen, wie die von Clebsch angegebenen »+1 verschiedenen Gruppen zur 
Zahl » auch in die geometrische Betrachtung aufgenommen werden können, 
und dass sie a+1 verschiedenen Küpperschen Gruppensystemen äquiva- 
lent sind. 

Ich schieke dabei die Bemerkung voraus, dass die besonderen Fälle 

n„=2 und n=5 das Bestehen von verschiedenen zur Zahl » gehörenden 
Gruppensystemen anzeigen. Ist nämlich »=2, so hat das Kernpolygon 
zwei paare Ecken, und das Gruppensystem jab] bei a bestimmt also nur 
einen einzigen Punkt b. Und doch hat die geometrische Behandlung schon 
drei zu a gehörende Punkte 5 kennen gelehrt: die drei Punkte, welche 
mit a den Tangentialpunkt gemein haben: so dass man drei verschiedene 
Gruppensysteme annehmen muss. Ist weiter n=3, so liefert ein Gruppen- 
system nur zwei zu a gehörende Punkte b. Und doch giebt es deren be- 
kanntlich acht, die acht Punkte, welche man durch Verbindung von a mit 
einem Wendepunkte und dureh Projeetion der acht anderen Wendepunkte 
aus dem dritten Schnittpunkte dieser Geraden mit C’ auf ©’ erhält: somit 
kommen hier vier verschiedene Gruppensysteme vor. Und wirklich kann 
man geometrisch zeigen, dass die Voraussetzung, es gebe zwei verschiedene 
(sruppensysteme zur Zahl », die Existenz von mindestens a2+1 solchen 
Systemen bedingt. Dies will ich noch in wenigen Zeilen beweisen. 
9. €. „Deutet man durch die Schreibweise A(pgqr)=B an, dass 
ein der Curve eingeschriebenes Polygonstück, welches im Punkte A von Ü 
anfängt und seine drei Seiten der Reihe nach durch die Fundamentalpunkte 
p,g,r von C’ sendet, im Punkte B auf Ü’ endet, so folgt aus A(pgqr) = B 
auch A(rgp) = B.“ 

Denn aus dem zweiten 'T'heoreme b., das ich aus dem Hauptsatze | 
von Herrin Küpper abgeleitet habe, folgt A(pgrpgr) = A. Ist also Alpgr) = B 
gegeben, so ist auch B(pgr) = A oder in umgekehrter Folge A(rgp) = B. 

d. „Der Endpunkt B eines eingeschriebenen Polygonstückes ändert 
seine Lage nicht, wenn man irgend zwei paare, oder wenn man irgend 
zwei unpaare Fundamentalpunkte mit einander vertauscht.“ 

Der Beweis ist geliefert, sobald man nur gezeigt hat, dass im 
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A(pıPp: QıQ>rır>8,8,...) die Vertauschung von zwei nur durch einen Fundamental- 
punkt getrennten Fundamentalpunkten wie z. B. die von g, und r, auf die Lage 
des Endpunktes B keinen Einfluss hat. Wenn man nun A(p,p ıQarır3818...)—= B 
in Alppq) = €, O(grir,) =D und D(s,s....) = B zerlegt, so kann man nach 
dem "Theoreme ce. das Mittelstüick C(gr,n)=D durch Cnr,g) =D er- 
setzen, und man erhält A(p,p Qır3r,9818....)= B, u. s. w. 

e. „Wenn a,b und a,,b, zwei Steinersche Paare »ter Ordnung sind, 
und man verbindet sie kreuzweise (also entweder a mit a, und b mit b, 
oder aber a mit 5b, und 5 mit a,), so schneiden die Verbindungslinien die 
Curve in einem neuen Steinerschen Paare »!° Ordnung a,, b,, wenn nicht 
a, und b, zusammenfallen, was nur eintritt, wenn a,b und a,, b, Paare der 
nämlichen Klasse sind, d.h. dem nämlichen Systeme angehören“. 

Da die Punkttripel a, a,, a, und b, b,, b, die Schnittpunkte von C° mit 
zwei Geraden sind, so folgert man nach meinem zweiten Hülfssatze (Seite 
108), dass das Sechseck A(aba,b,a,b,) sich immer schliesst, wo man auch 
A auf C’ annimmt. Also ist auch immer A(aba,b,a,b,)= A. Da man von 
A ausgehend nach » Umläufen wieder in A anlangt, so hat man auch 
A(aba,b,a,b,)' = A: durch wiederholte Anwendung von d. kann dies aber 
in Alab)"(a,b,)"(a,b,)' = A umgesetzt werden; da aber die Punkte a,b ein 
Steinersches Paar »'!° Ordnung bilden, so ist A(ab)" = A und aus gleichem 
Grunde A(a,b,)’ = A; man findet also A(a,b,)" = A, was den Satz beweist*). 

f. „Sind 0, 2,4, 6, ... 2(a—1) die » Punkte einer Involutionsgruppe., 
und giebt es ausser den Punkten 2, 4, 6, .... 2(»—1) noch einen andern Punkt 
2’, der mit O0 ein Steinersches Paar x!" Ordnung bildet. so giebt es auch 
n--1 Gruppensysteme [0,2], [0,27], [2,27], [4,27], ... [2(»—1), 2'] zur Zahl 
», die alle von einander verschieden sind“. 

Das System |[2p, 2°] ist erstens wirklich ein System zur Zahl n. 
Denn die Projeetionen von 2p und 2’ aus O0 auf ©° sind die dritten Schnitt- 
punkte von €” mit den Geraden 0, 2p und 0, 2’, die die Punkte der 
Steinerschen Paare 0, 2° und 2p, 0 kreuzweise verbinden; mithin kommt 
das vorhergehende 'T'heorem hier zur Anwendung. Weiter ist das System 
[2p, 2°] verschieden von [0,2] und [0,27], da es auf die im Theoreme e. 


”) Es ist leicht, den Satz d., weleher in Bezug auf viele Fragen ein Funda- 
mentalsatz ist, und daher auch den Satz e. ganz aus meinem zweiten Hülfssatze 
abzuleiten. Die oben gegebene Ableitung habe ich nur vorgezogen, weil sie ein wenig 
kürzer ist. 
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angegebene Weise aus diesen abgeleitet worden ist, und die Systeme [0, 2] 
und [0,2] nach dem Küpperschen Satze VII auch unter einander identisch 
sein würden, wenn es mit einem von diesen identisch wäre. Endlich sind 
auch die Systeme [2p, 2°] und [2q, 2] unter einander verschieden, weil 2p, 
2q und 2° nicht in eine nämliche Gruppe gehören. 

Es giebt » Combinationen von je einem der » Punkte 0, 2,4, ... 2(n—1 
mit je einem der » Punkte 0, 2’, 4, ... 2(»—1)', die sich aber weren der 
Identität von O und 0 auf »’—1 redueiren. Diese Combinationen zeben zu 


je zweien die > zur Zahl n gehörenden Systeme [a,b] an; denn die 
Systeme [2p, 297] und [2(»—p), 2(»—q)) sind bekanntlich identisch. 

9. „Bilden die Punkte a, b und ebenso die Punkte a, e ein Steiner- 
sches Paar »t°' Ordnung, so ist dies auch mit den Punkten b, e der Fall. 
Entweder gehören dann die drei Punkte a, 5b, e zur nämlichen Gruppe, 
oder sie gehören paarweise zu drei verschiedenen Gruppensystemen, aus 


denen sich die a—2 übrigen Gruppensysteme ohne Mühe ableiten lassen.‘ 


6. Die von mir gelieferte geometrische Betrachtung der »-+1 ver- 
schiedenen Gruppensysteme ist ohne Zweifel noch in mancher Hinsicht un- 
vollständig. Wünschenswerth wäre es z. B. noch zu zeigen, dass die „+1 
Gruppensysteme (bei einer Primzahl ») immer vorkommen, und dass das 
(ruppensystem damit abgeschlossen ist. Für jetzt sei es genug, nachge- 
wiesen zu haben, dass die hesultate der besonderen Fälle »=2 und »=3 
es nur dann wirklich anzeigen würden, wenn man vorher bewiesen hätte. 
dass die Ergebnisse sich für alle Primzahlen » aut gleiche Weise gestalten *). 

Indem ich andere interessante Theile der Käpperschen Abhandlung 
(wie z. B. die Betrachtung der Ordnungseurve des Systemes von Punkte- 
paaren) übergehe, schliesse ich diesen Nachtrag mit einer Frage in Bezug 
auf den folgenden Satz: 

h. „Wenn zwei Kegelschnitte die Curve C’° in den beiden Punkte- 
sextupeln a,. d,, €, d,, e&, fi und a, b,, ©, d,, &,, fs schneiden, so ist 
jedes Polygon (a,ab,b,e,c,d,d,e,e,f, f,) ein geschlossenes.“ 


*) Ist es vielleicht möglich, aus der Zahl »’—1 der Curven C° eines Büschels, 
für welche zwei der Basispunkte P und Q ein Steinersches Paar n'” Ordnung sind 
(Seite 110, 5e), auf die Zahl der Punkte db, die mit a ein solches Paar bilden, zu 
schliessen? Oder stimmen diese beiden Zahlen nur zufälligerweise überein’ 


41* 
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Sind nämlich die dritten Schnittpunkte von der Curve C° mit a,b,. 
c,d, und e,f, die auf einer Geraden liegenden Punkte p,, q,, r,, und ebenso 
die dritten Schnittpunkte von C° mit &,b,, cd, und ef, die ebenfalls auf 
einer Geraden liegenden Punkte p, g:, r,, und zerfällt man die Voraus- 
setzung A(a, a,b, b,e,c,d,d,e,e,ff,)=B in die drei Theile A(a,a,b,b,) = C, 
C(e,od,d,)=D und D(e &fif:) = B, so folgt: 
I". aus Ala,a,b,b,) = C und A(a,ab,b,p,p;) = A auch C(p,p:) = A, 
2. - Clacgdd)=D - Ceocaddqg)=C - Dfagq)=C, 
3. - D(eefif£a=B - Dieefi£rın)=D - B(r,rn)=D; 


hieraus zusammen folgt aber auch A(ppıpqır,r,)=B, so dass meinem 





zweiten Hültssatze zufolge 5 mit A zusammenfallen muss. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des zweiten Hülfssatzes, 
wobei Kegelschnitte an die Stelle von Geraden treten. Nun folgt aus den 
Betrachtungen von Clebsch unmittelbar, dass er wahr bleibt, wenn man die 
(seraden durch irgend zwei Curven der nämlichen Ordnung ersetzt. Ich 
frage, wie wird man dies geometrisch nachweisen’? 


(Groningen, den 26. October 1883. 











Zu der Abhandlung: Ueber die Eigenschaften des 


Linienelementes der Flächen von eceonstantem 


Krümmungsmass. 


Dieses Journal Bd. 94. pag. IsS1. 


(Von Herrn J. Weingarten. ) 


6b. 

[F den vorhergehenden Abschnitten dieser Abhandlung ist nachze- 
wiesen worden, dass die Geometrie auf den Flächen von eonstantem Krim- 
mungsmass aus der Angabe irgend einer besonderen Form 

YEdp--2Fdpdg-- Gdg 
ihres Linienelementes zu erledigen ist, wenn es gelingt eine Funetion V zweier 
Variabeln p. q so zu bestimmen, dass dieselbe in Beziehung auf die eine 


der Variabeln p einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


EIERN Er . di Ei @° i oa\ 
(VI. + + = 6 


dp’ 4 \ 2 0p / 
senügt und gleiehzeitig die homogene lineare partielle Ditterentialgleichung 
. oV oV - co 
BE: er 
i og cp 2 op 


befriedigt; zwei Bedingungen, welche stets gleichzeitig erfüllbar sind. 

Es ist schon im ersten Abschnitte bemerkt worden, dass solche 
Function V stets einer zweiten linearen auf die Variable g bezüglichen Difie- 
rentialgleichung zweiter Ordnung Genüge leistet, welche sich auf dem dort 





angegebenen Wege, oder leichter durch Vertauschung der Variabeln p. q 
in der Form 


wh Yo a re ß’ i 0 
.) — 4 \ — () 
RN / og Vo \ 4 4 2 0gq ) 
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ergiebt, wenn unter 5 die Grösse 

B= Gm"—Fn" ii 0dG 
Gyd 2G op 

verstanden wird. 

Die Gleichungen (VII.) und (XV.) bestimmen den Charakter der 
gesuchten Funetion V in Beziehung auf jede der in sie eingehenden Varia- 
beln durch eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung, und ihre Integra- 
tion führt zur Integration der partiellen Differentialgleichung (IV.). 





In der That ist eine Function V, welche der Gleichung (VII) ge- 
nügt, bestimmt, wenn man ihren Werth und den Werth. ihrer ersten Deri- 
virten nach p für irgend einen Speeialwerth p, von p gegeben hat. Es sei 
vorausgesetzt, dass die Funetion V auch der Differentialgleichung (IV. 
venüge. Bezeichnet man durch V” denjenigen Werth, welchen die Func- 
tion Y durch die Substitution p =p, annimmt, so genügt dieser Werth unter 
den gemachten Voraussetzungen den Gleichungen 


Lew) 
oa 1 vo 
", /.0 ‚ 1 E’ k ß° 2 . op" \ 
‚e + P ve ae Fa ) | : Re = 0, 
og Yo’ 4 4 2 0q 


o”°_ uf 6 
CHEZ DEE 


i 1. i a i b Br 
Die zweite dieser BER 0 bestimmt den Werth von EN für p = p, dureh 


denjenigen von V" 

Wird nunmehr eine Function V als ein Integral der Differential- 
sleichung (VII.) derart bestimmt, dass dieselbe für p=p, in irgend ein 
Integral V" der ersten der vorstehenden Gleichungen übergeht, und dass 
sich ihr Differentialquotient in Beziehung auf p für p=p, in 

Fe a en vo ( 00 \ 
op Aaiii Fi g Bu. ® op Aug 
verwandelt, so erlangt man eine Function V, welche der partiellen Difte- 
rentialgleichung 
oV oV ‚6 
a ——0 ‚ev 
oq op  ° op 


Ken 
— 
I 
IE 
em 
— 


für jedes Werthenpaar p, q Genüge leistet. 
Der Beweis dieser Behauptung, welcher in indireeter Form aus der 
Anzahl der willkürlich bleibenden Constanten entnommen werden könnte, 


ergiebt sich in direeter Weise aus der Untersuchung der Eigenschaften von 
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Funetionen zweier Variabeln, welche gleichzeitig einer linearen Ditterential- 
gleichung zweiter Ordnung in Beziehung auf die eine der Variabeln und 
einer homogenen linearen partiellen Differentialgleiehung erster Ordnung 
genügen. 

Bezeichnen A[y] und C|y] die auf irgend eine Function y ausge- 
übten Operationen 


. op _ cc 
Aly) = — ste; f ray, 
op op 


vf oY » op » 
‚ö [p] - ög rc ep reßp, 


a, d,. c, €, Funectionen der Variabeln p. q. so ergiebt sieh ohne Mühe die 


Relation 
I i oc, ‚og 
CIA|: = Aitlofl = — & _ Alo]|- ) vı 
[AirlI-AlCıel] 5, Aly 3 +79 
da, Oo cc 
= a la u 2c | 
og op op 
ca oa y, 2° OC 0°C 
y=-—+e, + 2a-— a, 
og cp op Op ( p’ 


Unter der Voraussetzung der Existenz linear unabhängiger Functionen w, 
welche den Gleichungen 
Alv|)=0, Civwl=0 
gleichzeitig Genüge leisten, verwandelt sich diese Relation in 
ow 
0 =46 Lv, 
Op 
welche Gleichung die weiteren 
N) = - U), Y — 
zur Folge hat. Diese letzteren Gleichungen sind daher die nothwendigen 
Bedingungen der Coexistenz der Gleichungen 


A[Y]=0, C[V]=0 


für ein System linear unabhängiger Funetionen V. 





Es zeigt sich, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind. 
Sind dieselben durch passende Wahl der Funetionen a, e erfüllt, so 
verwandelt sich die Relation (1.) in 


\ 


(2) C[A[g]]-AlCly]] = - 2 Alg). 


Ist U eine Function, welche der Gleichung 
A[U] = 0 
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genügt, so folgt aus der Gleichung (2.). dass auch 
AaLclu]] = 0, 
[U] wiederum ein Integral der linearen Differentialgleichung 
A[U]) = 0 


angiebt. Man kann daher aus einem Integral der vorstehenden Differential- 


gleichung durch Differentiation wiederum ein Integral derselben Differential- 
gleichung ableiten. 


dass also C 





Kliminirt man ferner aus den Gleichungen für A[y], C[y] und den 
a . j | i i is 6) og op 
zwei Ditferentialquotienten von C/|y] die drei Quantitäten m. - n. Fe. 
n op op cpoq 
so erhält man die weitere helation 


(3. Bel + N N HECIp] + Aly), 


og’ og og 
in welcher die Coeffieienten 5b, b,, A die nachstehenden Werthe vorstellen: 


; | oc, oc, 


Trenlene — Ce +06, 
ce, 0q op | 
oc oc | " i 
b= — —a, — +acd-—ch, 
og op 
cc I ce 
b, u 2e—a, Cr rn s arg n “ 
op c og 


Aus derselben folgt, dass eine Function V, welche den Ditterentialgleichungen 

gemeinschaftlich genügt, stets auch der linearen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung in Beziehung auf die Variable q 

B[V) = 0 

Grenüge leistet. 
Bestimmt man jetzt ein Integral V der Gleichung A[V]=0 so, dass 

für p=p, dasselbe in irgend ein Integral V" der Differentialgleichung 


u IV" „oV" UR va) 
BUN) = ++ 0 


og 


übergeht, und dass ferner der nach p genommene erste Differentialquotient 
von F fürp=p, aus der Gleichung 


oV’ /oV 
IOTYV]! = - (€ ( 4 ) eV’ 0 
| [ ]}»- Ps og re op p En; 

entnommen wird. so ist auch 


‚oc[V]ı 


) og N, Po F- 0, 
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und die Relation (3.) ergiebt durch die Substitution der Funetion V für y 
und nach Einsetzung von p, für p 
(oC[V]ı 


! Op vr» 


2) 


0), 


Hiernach verschwindet in Folge der Bestimmung der Function V die Grösse 
C[V] und ihr nach p genommener Differentialquotient für den Specialwerth 
p, von p. 
Da aber die Grösse C[V] ein Integral der linearen Differentialgleichung 
A[V] = 0 
ist, so verschwindet sie für jeden Werth von p, und es ist folglich 
BT ren 0 
04 Op 
für jeden Werth der Variabeln p, gq. 


Hat daher eine partielle lineare Differentialgleichung 


oV | oV ; 
rn = C, 7 2 + C } _- () 
og op 


semeinschaftliche linear unabhängige Lösungen mit einer gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Fi ZI) 


—+4,—+aV/ =0, 
op’ cp 


so ist ihre Integration zurückführbar auf die Integration zweier gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, nämlich der vor- 
stehenden und der zweiten: 
ET AMT a 
0; q coq 
in welcher die Coefficienten die weiter oben angeführte Bedeutung haben. 
Die Theorie des Linienelementes der Flächen von eonstantem Krümmungs- 
mass liefert ein Beispiel für das Auftreten linearer partieller Differential- 
sleichungen dieser Gattung. 


Berlin 1883. 
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Ueber lineare und quadratische Strahleneomplexe und 
Complexen-Gewebe. 
(Von Herın Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Di. Gesammtheit aller geraden Linien, womit die Pläckersche 
Strahlengeometrie sich beschäftigt, ist eine quadratische Mannigfaltigkeit 
von vier Dimensionen, während z. B. alle Kugeln des Raumes eine lineare 
Mannigfaltigkeit vierter Stufe bilden. Rein geometrisch zeigt sich dieser 
wesentliche Unterschied schon darin, dass i. A. vier lineare Strahlencom- 
plexe zwei Strahlen, dagegen vier lineare Kugelcomplexe nur eine Kugel 
mit einander gemein haben; und in der That sind ja die Plückerschen 
Linieneoordinaten einer quadratischen Bedingungsgleichung unterworfen. 
Kin Liniencomplex zweiten Grades ist deshalb, abgesehen von seinen 
Dimensionen, nicht sowohl einer Fläche zweiter Ordnung analog, als viel- 
mehr einer Raumeurve vierter Ordnung, in welcher zwei solche Flächen 
sich durchdringen. 

Legt man den sechs Linieneoordinaten auch solche relativen Werthe 
bei, welche der quadratischen Bedingungsgleiehung nicht genügen”), so 
repräsentiren sie die Elemente einer linearen Mannigfaltigkeit von fünf 


Dimensionen, worin die quadratische der geraden Linien enthalten ist. Die 


Untersuchung dieser quadratischen Mannigfaltigkeit wird damit auf die viel 
leichtere jener linearen zurückgeführt, während die Vorzüge der Anschau- 
lichkeit durch eine geometrische Deutung der so verallgemeinerten Linien- 
eoordinaten sich bewahren lassen. 

Diese Verallgemeinerung, von welcher bereits Herr F. Klein*) Ge- 


brauch gemacht hat, gestattet die unmittelbare Anwendung der bei den 


*) Vgl. Plückers Andeutung in seiner „Neuen Geometrie des Raumes gegründet 
auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement“, Leipzig 1868/9, 8. 25. 
*#) F, Klein, die allg. lin. Transf. der Linien-Coord.; Math. Ann. Il, S. 368. 
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Flächen zweiten Grades ausgebildeten Methoden auf die Strahlengeometrie. 
Sie bietet für letztere dieselben Vortheile und ist ebenso berechtigt und ze- 
boten, wie die Benutzung der ausserhalb einer Fläche zweiter Ordnung 
gelegenen Punkte für die "Theorie dieser Fläche. 

Der Gang und die Ergebnisse unserer Entwiekelungen werden viel- 
fach an diejenigen einer früheren Arbeit”) erinnern. Insbesondere wird der 
(Gesammtheit aller Geraden in jener Mannigfaltiekeit fünfter Stufe eine ähn- 
liche Stellung angewiesen, wie dem quadratischen Complexe aller Punkt- 
kugeln in der Kugelgeometrie und dem unendlich fernen imaginären Nor- 
malkreise im haume von drei Dimensionen. Als Analogon der 


ier Schaar 
eonfocaler Cyeliden wird die Schaar quadratischer Strahleneomplexe mit 
gemeinschaftlicher Singularitätenfläche sieh darstellen, und den x’ eine Uv- 
elide doppelt berührenden Kugeln sind die unten nachgewiesenen x’ linearen 
Complexe analog, welche einen quadratischen Strahleneomplex doppelt be- 
rühren, zugleich aber die x" Doppeltangenten seiner Singularitätentläche 


(Vgl. die Schlussbemerkung). 


SF 


$1. 


Die linearen Strahlenceomp] xe und Complexen-t 


Ie\ 


1. Wir bezeichnen mit z,, ©. .... x, die homogenen Coordinaten 
einer Geraden x bezüglich eines beliebigen Fundamentaltetraeders. Bekannt- 
lich kann x; als zweigliedrige Determinante der tetraedrischen Coordinaten 
zweier Punkte von x dargestellt werden, und verschwindet. wenn die ö 
Kante des Tetraeders von x geschnitten wird. Von den sechs Tetraeider- 
kanten möge die erste der vierten, die zweite der fünften und die dritte der 
sechsten gegenüberliegen. Dann ist bekanntlich: 





(1.) u tm0 +00 =0 oder e|=V 


die Bedingungsgleichung, weleher die Liniencoordinaten genügen müssen. und 
I) yatyatyztyazt pt =0 oder [yr)=V 

die Bedingung, unter welcher zwei Gerade r, y sich schneiden: und zwar 

ist (I1.) identisch mit F+p,gr;s;= 0, wenn p, q und r, s zwei Punkten- 

paare von x und y bezeichnen. 


*) „Ueber quadr. Kugeleomplexe und ceonfocale Cyeliden“ in Cremona et Bel- 
trami, Colleetanea Mathematiea, Mediolani 1881, S. 241. 


42* 
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Vier Strahleneomplexe vom Grade 4, /, m resp. » haben i. A. nicht 
klmn sondern 2klmn Strahlen mit einander gemein, weil die Coordinaten 
dieser Strahlen ausser den vier homogenen Gleichungen der Complexe auch 
die quadratische Gleichung (I.) befriedigen müssen. 

2. Die lineare Gleichung [ar] =0, worin: 

(I) (ax) = a2, +4,2,+4+42,+ 4a,2,4xX,+ 4,75, 
repräsentirt einen linearen Complex a, welcher die sechs Coeffieienten «a, zu 
„Coordinaten“ hat. Derselbe ist durch die Verhältnisse seiner Coordinaten, 
also auch durch fünf beliebige seiner Strahlen bestimmt. Wenn seine „In- 
variante”) [a] = a,a,+a,a,;+a;a, verschwindet, so besteht der Complex aus 
allen eine Axe y=a schneidenden Geraden (Gl. (II.)), und seine Coordi- 
naten sind zugleich diejenigen seiner Axe a; er heisst in diesem Falle ein 
„speeieller“ Complex. 

Die Complex-Coordinaten a,, welche i. A. keiner Bedingungsgleichung 
unterworfen sind, können als eine Verallgemeinerung der Linieneoordinaten 
betrachtet werden. Sie gehen in letztere über, wenn der Complex «a ein 
specieller ist, und mögen ebenso wie diese mit x, und y, oder z, bezeichnet 
werden, wenn sie veränderlich sind. 

3. Alle Strahlen des linearen Complexes a, welche eine Gerade g 
schneiden, treffen zugleich eine der g „zugeordnete“ Gerade g’. Ihre Co- 
ordinaten x; genügen nämlich den Gleichungen [ax] = 0 und [ge] = 0 und 
folglich auch der Gleichung [g’x] = 0, wenn gesetzt wird: 

(IV) g=l[agla-[elg für i=1,2,..., 6; 
die g; aber befriedigen die Gleichung [g’]= 0, sind also die Coordinaten 
einer (reraden. 

Jeder Strahl, welcher zwei einander zugeordnete Gerade g, g 
schneidet, gehört wegen (IV.) zu dem linearen Complexe a. Demzufolge 


enthält der Complex jeden Strahlenbüschel erster Ordnung, welcher zwei, 


oO) 
und jede hegelschaar, welche drei Strahlen mit ihnen gemein hat; denn die 
Geraden, welche diese zwei resp. drei Strahlen schneiden, sind paarweise 
einander zugeordnet und schneiden alle Strahlen des Büschels oder der Schaar. 
Alle durch einen Punkt gehenden oder in einer Ebene liegenden Strahlen 
des linearen Complexes bilden folglich einen Strahlenbüschel erster Ordnung; 
der Mittelpunkt und die Ebene desselben sind einander zugeordnet. 


*) Dieser Name rührt her von Herrn F. Klein (Matlı. Ann. Il, S. 201). 
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Jede Gerade des Complexes ist sich selbst zugeordnet, denn für 
fag]= 0 wird g; proportional zu g.. Bezüglich eines speciellen C(omplexes 
a ist einer beliebigen Geraden die Axe zugeordnet, weil in (IV) al = 0 
wird; einer die Axe schneidenden Geraden g sind alle dureh den Schnitt- 
punkt gehenden und mit g und der Axe in einer Ebene liegenden Geraden 
g’ zugeordnet, wie schon aus der obigen Definition der zugeordneten Ge- 
raden sich ergiebt. 

4. Zwei lineare Complexe 5, b’ sind bezüglich eines dritten a ein- 
ander zugeordnet, wenn ihre Coordinaten dureh die linearen Gleichungen: 
(V) b;=[abla-[alb, für i=1,2,..., 6 
von einander abhängen. Sind nämlich g’ und g zwei einander zugeordnete 
veränderliche Gerade von resp. b und b’, so gehen die Gleiehungen |by ) 
und [bg] =V dieser Complexe durch die Substitution (IV.) in einander über, 

wenn die Gleichungen (V.) gelten. 

Ist b ein specieller Complex, so ist auch 5b ein soleher, und die 
Substitution (V.) wird identisch mit (IV.); ist a ein specieller Complex, so 
fällt 5’ mit a zusammen. Der Complex 5 ist sich selbst zugeordnet in Be- 
zug auf a und identisch mit b’, wenn die „simultane Invariante* von a und b: 

[ab] = a,b, +a,b,+ a,b,+a,b,+a,b,+ a,b, 
verschwindet; wegen [ab] = [ba] ist dann auch «a sieh selbst zugeordnet in 
Bezug auf b. 


9. Ein linearer Complex x liegt mit zwei gegebenen 5b und e in 


— 
< 





einem „Uomplexen-Büschel“, wenn z,=b,+ie, füri=1, 2, ...., 6, und ein 
willkürlicher Parameter ist. Dieser Complexen-Büschel (be) wird von x 
beschrieben, wenn 4 sieh ändert: er ist durch 5 und e oder dureh die line 
are Congruenz, welche allen seinen Complexen gemein ist, eindeutig bestii 
Durch jeden der Congruenz nicht angehörenden Strahl geht ein einzige 
Complex des Büschels. Die beiden linearen Complexe, welche die 
dinaten b;,+ie, haben, trennen 5 und e in dem Büsechel ..harmonisch” DD: 
finition); einem beliebigen Punkte sind in Bezug auf vier harmonische Con 
plexe vier harmonische Ebenen zugeordnet, wie leicht einzusehen ist. 
Der Complexen-Büschel enthält i. A. zwei specielle ( 
b,c, für deren Parameter 4 sich aus (l.) die quadratische Gleie] 


[e]A+[be]+[|b] =0 ergiebt. Die zugehörige lineare Congruenz besteht 
aus den Geraden, welche die beiden Axen von 5b und e' schneiden. Be- 
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züglich jedes andern Complexes des Büschels sind diese Axen einander 
zugeordnet (3.). Ist [bel = 4[b][e], so fallen 5’ und ce’ zusammen. 

Wenn ein Complexen-Büschel mehr als zwei specielle Complexe ent- 
hält, oder auch zwei solehe, deren Axen sich schneiden, so sind alle seine 
Uomplexe speciell, und ihre Axen bilden einen Strahlenbüschel erster Ord- 
nung. Die Axen von vier harmonischen speciellen Complexen sind vier 
harmonische Strahlen. 

6. Wenn zwei lineare Complexe b, b’ bezüglich eines dritten a einander 
zugeordnet sind, so liegen sie mit a in einem Complexen-Büschel, weil 
jeder gemeinschaftliche Strahl von a und b als sich selbst zugeordneter auch 
zu b gehört. Bezüglich des Complexes a ist ein anderer x sich selbst 
zugeordnet, wenn er zwei hinsichtlich a einander zugeordnete Gerade g, g 
enthält; denn x hat mit dem ihm zugeordneten Complexe eine lineare Üon- 
gsruenz von a sowie die Strahlen g, g gemein und ist folglich mit ihm 
identisch. 

7. Ein „lineares Complexen-Gewebe vierter Stufe“ besteht aus den 
vierfach unendlich vielen linearen Complexen x, deren Coordinaten einer 
linearen homogenen Gleichung [ax] =0 oder: 

4,0, 4450, + 05 + a + +, = V 

genügen. Die Axen seiner speciellen Complexe bilden einen linearen 
Complex a, welcher in Bezug auf jeden Complex des Gewebes sich selbst 
zugeordnet ist (4.). Das lineare Complexen-Gewebe besteht aus allen in 
Bezug auf a sich selbst zugeordneten linearen Complexen (4.); es enthält 
jeden linearen Complex x, welcher durch zwei hinsichtlich « einander zu- 
geordnete Gerade geht. Jeder Complexen-Büschel, welcher zwei Complexe 
des linearen Complexen-Gewebes verbindet, liegt ganz in demselben; jeder 
andere Complexen-Büschel hat mit ihm einen einzigen Complex gemein 
(vgl. 5.). Durch fünf lineare Complexe kann ein, und i. A. nur ein lineares 
Complexen-Gewebe gelegt werden. 

8. Von zwei linearen Complexen, deren simultane Invariante ax] 
verschwindet, von welchen also jeder bezüglich des andern sich selbst zu- 
geordnet Ist, wollen wir sagen, sie „tragen“ oder „stützen“ oder „ruhen auf“ 
einander. Nach Herrn F. Kleins Ausdrucksweise (Math. Ann. II, S. 201) 
liegen sie „in Involution“. Sind nämlich g, g’ zwei Strahlen von x, die 
bezüglich a einander zugeordnet sind, und ist / ein gemeinschaftlicher Strahl 
von a und x, welcher g und folglich auch g’ schneidet, so sind der Ebene 
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gl in resp. a und x dieselben beiden Punkte g’/ und gl zugeordnet, wie der 
Ebene g’! in resp. x und a; die Ebene g/ aber kann als eine ganz beliebige 
betrachtet werden. Die Punkte und Ebenen des Raumes sind also durch 
die beiden sich stützenden Complexe paarweise einander zugeordnet: sie 
bilden, wie leicht einzusehen ist, ein geschaart-involutorisches System, 
welches die gemeinschaftlichen Strahlen der Complexe zu Leitstrahlen hat. 

Nur dann stützt ein linearer Complex a sich selber, wenn er ein 
specieller und [al=0 ist. Ist von zwei sich stützenden Complexen der 
eine oder jeder ein specieller, so liegt seine Axe in dem andern; im letzteren 
Falle schneiden sich die beiden Axen. — Wenn von vier harmonischen 
Complexen zwei getrennte a, x sich stützen, so sind bezüglich derselben 
die beiden übrigen 5b, b’ einander zugeordnet; denn aus den Gleichungen: 

ob,=a, +42, eb,=a,—ır, und laz|=0 
folgt dureh Elimination der x, und 4 bei passender Annahme der Constan- 
ten g, oe die Substitution (V.). 

9. Jedes lineare Complexen-Gewebe vierter Stufe hat zum „Trä- 
ser“ den linearen Complex, auf welchen alle seine Complexe sich stützen. 
Zwei lineare Complexen- Gewebe vierter Stufe durchdringen sich in einem 
linearen Complexen-Gewebe dritter Stufe, dessen Complexe nicht allein auf 
die Träger a, a’ jener beiden Gewebe sich stützen, sondern zugleich auf 
jeden Complex des Büschels (aa). Ebenso ruht ein lineares Complexen- 
(sewebe zweiter Stufe (ein „Complexen-Bündel“), in welchem drei Gewebe 
vierter Stufe sich durehdringen, auf einem durch deren drei Träger gehenden 
Complexen-Bündel. Die Axen der speciellen Complexe von zwei sieh stützen 
den Complexen-Bündeln bilden i. A. die beiden Regelschaaren eines einscha 


ligen Hyperboloides; in jeder dieser Schaaren durehdringen sich all 


le Lom- 
plexe von einem der Bündel (7.). Vier resp. fünf lineare Complexen 
(rewebe vierter Stufe haben i. A. einen Complexen-Büschel resp. einen ei 
zigen Complex mit einander gemein. 
$ 2. 


Quadratische Strahleneomplexe und Complexen-Gew: 


10. Eine homogene quadratische Gleichung Ia,r,x ) fin 
Complex-Coordinaten z,, worin 


ı. 


Z2a,2,%, = 0,12% + 2a: 0, +: +a,0:+ 2a, 0,0 tasa, und a 
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repräsentirt ein quadratisches Complexen-Gewebe 7’ vierter Stufe. Die 
Axen aller speciellen Complexe von Z' bilden einen „in /' enthaltenen“ 
Strahleneomplex zweiten Grades 7‘. welcher durch die beiden quadratischen 
Gleichungen Za,2,2,=0 und 2,+©r,+2,27,= 0 dargestellt wird. 7 
ist durch zwanzig seiner linearen Complexe, und 7}, dureh neunzehn seiner 
Strahlen i. A. eindeutig bestimmt. 
Setzt man @,= y;+42,, so geht die Gleichung von /’ über in 
Za,yy+2, Za,yzs, +4 Za,3;2 = 0: 

das quadratische Uomplexen-Gewebe 7' hat demnach mit einem Complexen- 
büschel (yz) 1. A. zwei lineare Complexe gemein, deren Parameter #' die 
Wurzeln dieser Gleiehung sind. Die beiden Complexe haben die Coor- 
dinaten 9, +42, und trennen y und z harmonisch (5.), wenn Ia,y;z, = 0 
ist; in diesem Falle heissen y und z „eonjugirt“ bezüglich des Complexen- 
(rewebes /. Wird zugleich Fa,y;y, =®, ist also y sich selbst eonjugirt 
und in /' enthalten, so vereinigen sich, indem +4 =0 wird, jene beiden 
linearen Complexe mit y, und der Complexen-büschel (yz) „berührt“ in y 
das quadratische Complexen-Gewebe /\. Ist endlich auch noch Fa, z;2, = 0, 
so wird 4 unbestimmt, und alle Complexe des Büschels (yz) gehören zu 7". 

11. Die linearen Complexe z, welche einem gegebenen Complexe 
y conjugirt sind bezüglich des quadratischen Complexen-Gewebes 7', bilden 
ein lineares Complexen-Gewebe vierter Stufe. Dasselbe heisst die „Polare“ 
von y in Bezug auf /' und wird durch die Gleichung F&a,y;z, = 0 darge- 
stellt (10.); es enthält alle linearen Complexe, welche von y durch je zwei 
Complexe des Gewebes /' harmonisch getrennt sind. Ist y in /' enthalten, 
so Kann seine Polare durch einen das Gewebe in y berührenden Com- 
plexen-Büschel beschrieben werden (10.); sie „berührt“ also /' in y oder 
verbindet den Complex y mit allen ihm unendlich nahe benachbarten Com- 
plexen von /. Ist insbesondere y ein specieller Complex, so verbindet 
seine Polare ihn auch mit allen ihm unendlich nahen speciellen Complexen 
von f. 

Der in /' enthaltene quadratische Complex 7‘, wird demnach in seinem 
Strahle y von dem linearen Complexe berührt, welcher die Polare von y 
in Bezug auf /' trägt und aus den Axen ihrer speciellen Complexe besteht. 

12. Das quadratische Complexen-Gewebe /' möge ein „singuläres“ 
heissen, wenn die Diseriminante FI +a,qa»...a seiner Gleichung ver- 
schwindet, wenn also die sechs Gleichungen: 
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a,d+a,d, + +a,d,=0, worin k=1,2,.... 6. 

dureh die Coordinaten irgend eines Complexes d zugleich befriedigt werden. 
Da alsdann auch Fa,d;z,= 0 und Sa,d,d, = (0 wird, so ist d jedem anderen 
Complexe z und sich selbst conjugirt bezüglich /. Jeder durch d gehende 
Complexen-Büschel hat also mit 7’ zwei in d sich vereinigende Complexe 
gemein (10.); er liegt ganz in /', wenn er d mit irgend einem anderen 
Complexe von /' verbindet. Das singuläre Gewebe /' enthält demnach den 
linearen Complex d doppelt und kann durch einen ihn enthaltenden Com- 
plexen-Büschel beschrieben werden, ähnlich wie eine Kegeltläche durch 
eine Gerade. 

Ein singuläres quadratisches Complexen-&ewebe wird beispielsweise 
von den Complexen-Büscheln gebildet, welche durch einen linearen Com- 
plex d gehen und ein beliebiges quadratisches Complexen-Gewebe berüh- 
ren. Umgekehrt können jedem singulären unendlich viele andere quadra- 
tische Complexen-Gewebe eingeschrieben werden. 

13. Bezüglich seines Doppeleomplexes d ist das singuläre quadra- 
tische Complexen- Gewebe /' und damit aach der quadratische Strahlen- 
complex /, sich selbst zugeordnet, weil das Gleiche von allen durch d 
sehenden Complexen-Büscheln gilt (6.). Die Polaren alier Complexe eines 


solchen Büschels in Bezug auf 7’ fallen zusammen: denn aus Ia,y.z, = 
und der identischen Gleichung Fa,d;z, = 0 folgt Fa,(d-+Ay)z,= 0. Das 


singuläre quadratische Gewebe wird deshalb nieht, wie das allgemeine, von 
vierfach, sondern nur von dreifach unendlich vielen linearen Complexen- 
Geweben berührt, und zwar von jedem derselben in allen Complexen eines 
durch d gehenden Complexen-Büschels. „Jeder der x’ linearen Complexe., 
auf welche diese linearen gewebe sich stützen, berührt den in Z' enthaltenen 
quadratischen Complex 7, zweimal, nämlich in den beiden Axen der spe- 
ciellen Complexe des zugehörigen Complexen-Büschels (11.). Diese beiden 
Axen können mit einem beliebigen gemeinschaftlichen Strahle von 7), und 
d zusammenfallen: in jedem Strahle der quadratischen Congruenz /\,d hat 
deshalb 7/7, mit einem auf d ruhenden linearen Complexe eine Berührung 
dritter Ordnung. 


14. Die speciellen linearen Complexe bilden ein quadratisches (om- 
plexen-Gewebe vierter Stufe, welches durch die Gleichung |[z] = 0 oder 
2%, +0, +2,05 = 0 dargestellt wird, und „das Hauptgewebe HH“ heissen 
möge. Je zwei sich stützende lineare Complexe sind conjugirt bezüglich 
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des Hauptgewebes H, also harmonisch getrennt durch die beiden speciellen 
Complexe des sie verbindenden Complexen-Büschels; und umgekehrt. Jedes 
lineare Complexen-Gewebe ist die Polare seines Trägers in Bezug auf H. 
Wenn zwei speeielle Complexe conjugirt sind bezüglich H, so schneiden 
sich ihre Axen, und umgekehrt. Ein beliebiges Complexen-Gewebe hat mit 
H alle seine speeiellen Complexe und nur diese gemein. 

15. Die Gleichungen Za,2,2,=0, Ib,r, 2,0 und Z(a,+4b,)2,0,=0 
epräsentiren drei quadratische Complexen-Gewebe vierter Stufe, von welchen 
das dritte durch alle gemeinschaftlichen Complexe der beiden ersteren geht. 
Wenn der Parameter A sich ändert, so beschreibt dieses dritte Gewebe einen 
die beiden anderen enthaltenden „Büschel quadratischer Complexen-Gewebe‘; 
derselbe ist durch zwei seiner Gewebe oder durch deren Congruenz völlig 
bestimmt. 

Wenn zwei lineare Complexe y, 3 conjugirt sind in Bezug auf irgend 
zwei (sewebe dieses Büschels, so sind sie „bezüglich des Büschels“, d.h. 
bezüglich aller seiner Gewebe conjugirt; denn aus den Gleidlngen: 

Z(a,+4b,)y2, =0 und Zla,+i’b,)yz, =0, worin Z>4 
folgt 
Za,yz, =0 und Zb,yz,=0, also auch Z(a,+4b,)y;2, =. 


b) 


16. Der Büschel (15.) enthält i. A. sechs singuläre quadratische Com- 
plexen-Gewebe; die Parameter derselben sind die sechs Werthe von 4, für 
welche die Diseriminante der Gleichung I&(a,+4b,)2;2, = 0 verschwindet 
(12.). Die Doppelcomplexe dieser sechs singulären Gewebe sind paarweise 
eonjugirt in Bezug auf je zwei derselben (12.) und folglich (15.) auch be- 
züglich des Büschels. Je fünf dieser Doppeleomplexe liegen in einem 
linearen Complexen-Gewebe vierter Stufe, welches die Polare des sechsten 
ist bezüglich aller quadratischen Gewebe des Büschels. 

17. Die Complexen-Gewebe des Büschels: 


ZA, 20, +2,02, +80; + 230) vun 0, 


welcher ein beliebiges quadratisches Complexen-Gewebe mit dem Haupt- 
sewebe 4 verbindet, haben alle ihre speciellen Complexe mit einander 
gemein und enthalten einen und denselben quadratischen Complex /\. Um- 
gekehrt bilden alle quadratischen Complexen-Gewebe, die einen gegebenen 
quadratischen Complex enthalten, einen solchen Büschel. Unter ihnen giebt 
es sechs singuläre Gewebe (16.), die aber paarweise imaginär sein oder 
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zusammenfallen können. Die sechs Doppeleomplexe*) d derselben stützen 
einander, weil sie bezüglich des Büschels und somit auch bezüglich des 
Hauptgewebes conjugirt sind (16.); ihre Coordinaten genügen den sechs 
Gleichungen (12.): 


‚A, +4, 0,4 43, 034 (a; +A)24+ 4,25 + a; 8; , 

4,2, + 420,4 43 234 4:24 + (Az, + A) 254 Ag, V, 

VI 45%, 4 430%: 4 430534 A537, 4 A370; + (A; I)x; V, 
ai (4,44 .)Cı + 44824 QuLst+ Aa, + Ay, + AR, v, 
45% + (Q;+ A) A; 03 + 0,04 4,0, + As, 0, 

A + 50 + (a + Mrz + ar + a + A (). 


aus denen sich durch Eliminirung der x, die Gleichung für die Parameter 
), der sechs singulären Gewebe ergiebt. Die Polare eines jeden der sechs 
Complexe d bezüglich aller Gewebe des Büschels hat diesen Complex zum 
Träger (vgl. 21.), und geht durch die fünf übrigen Doppelcomplexe. 

18. In Bezug auf jeden der sechs linearen Doppeleomplexe d ist 
(13.) der quadratische Strahleneomplex 7}, und jedes ihn enthaltende qna- 
dratische Complexen-Gewebe 7’ sich selbst zugeordnet: denn je zwei ('om- 
plexe von 7, welche mit d in einem Complexen-Büschel liegen, trennen 
einen auf d ruhenden Complex harmonisch von d (17.). sind also 8.) in 
Bezug auf d einander zugeordnet. Der quadratische Complex 7‘, ist dem- 
nach zu sich selbst reeiprok, und jeder Eigenschaft desselben, welche sich 
auf Punkte bezieht, muss eine auf Ebenen bezügliche reeiproke Eigenschaft 
gegenüberstehen. 

Auf jedem der sechs Doppeleomplexe d ruhen dreifach unendlich 
viele lineare Complexe, welche den quadratischen 7‘, doppelt berühren (13.). 
Die quadratische Congruenz, welche /\, mit einem dieser doppelt berühren- 
den Complexe gemein hat, kann durch eine die beiden Berührungsstrahlen 
enthaltende Regelschaar beschrieben werden: sie hat nämlich diese beiden 
Strahlen zu Doppelstrahlen, woraus der Satz folgt, weil /\, mit drei linearen 
Complexen und folglich auch mit einer Regelschaar i. A. nur vier Strahlen 
gemein hat (1.). 


*) Dieses sind die sechs „Fundamentaleomplexe“, welche Herr F. Klein (Math. 
Ann. Il. S. 203) bei dem allgemeinen quadr. Strahleneomplexe entdeckt hat. 


43* 
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$ 3. 


Die Polare eines quadratischen Complexen-(rewebes bezüglich des Hauptgewebes. Singuläre Strahlen. 
Punkte und Ebenen eines quadratischen Complexes. 

19. Die Polare eines linearen Complexes z bezüglich des quadra- 
tischen Complexen-Gewebes 7’ oder Za,x,x, = 0 ist ein lineares Complexen- 
Gewebe, für dessen Träger x’ wir durch Identifieirung seiner Gleichung 
Za,r2,;3,=0 mit [x’z] = 0 folgende Coordinaten erhalten: 


| X, = 4,2%, 44,034 +46, 

= 45%, + 4»X,+ "+4 Te, 

(VII) / 5 = 050, +30, ++ 86, 
a = 448 +44 + +44, 

2 = A; +45 + ++ 45T, 

3 = A060 +55 + + Ag. 


Ist x ein Complex des quadratischen Gewebes 7’, so liegt er in seiner 
Polare und stützt sich auf x’, sodass: 
"= ma +++ ET + ER + 0, T, 
wird. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Eliminirung der «, für 
die Coordinaten eines linearen Complexes x’, welcher irgend ein 7' berüh- 
rendes lineares Gewebe stützt, die quadratische Gleichung: 
1% a a ss. 8 0 
7 4 Aus Az Ay Az As 
E 4. An An An An Ak 
(VIIL) 2% I; Gy Ay A: A 5 =. 
T 44 Ay Ay (Ay Ay (li 
TI, As As A; As As Us; 
LT (Id An Ai A A os 
20. Die Gleichung (VIII.) repräsentirt ein quadratisches Complexen- 
(rewebe 7”, welches zu dem gegebenen Z' in folgenden Beziehungen steht. 
Die beiden quadratischen Complexen-Gewebe 7’, /" sind receiproke Polaren 
bezüglich des Hauptgewebes H, indem das eine und folglich jedes der- 
selben umhüllt wird von den linearen Complexen-Geweben, deren Träger 
das andere Gewebe bilden. Durch die Substitution (VIL) sind Z’ und 7" 
projeetiv auf einander bezogen; ihre homologen Complexe x, x’ stützen 
einander, und wenn der eine x (oder x’) derselben ein singulärer ist, so wird 
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in seiner Axe der in /' (resp. /”) enthaltene quadratische Complex 7, (1) 
von dem andern Gomplexe x’ (resp. x) berührt (11.). 

Ruht auf einem beliebigen linearen Complexe x die Polare eines 
andern x in Bezug auf 7, so ruht umgekehrt auf x die Polare von x’ be- 
züglich 7”, wie sich durch Eliminirung der x, aus (VII.) und der Gleichung 
[zy']=0 sofort ergiebt. Der Complex « stützt folglich, wenn = mit ihm zu- 
sammenfällt, seine Polaren bezüglich beider Gewebe /, 7" 

21. Die Polare von x in Bezug auf /' hat nur dann einen mit x 
identischen Träger x’, wenn in den Gleichungen (VII.) die Coordinaten 
x. zu den x; proportional sind. Aber für & = -4z, gehen diese Glei- 
ehungen über in die früheren (VI... Daraus folgt: Nur die sechs linearen 
Complexe d, in Bezug auf welche das quadratische Complexen-Gewebe /' 
und der darin enthaltene quadratische Complex 7‘, sich selbst zugeordnet 
sind, stützen ihre eigenen Polaren. Uebrigens ruhen auf diesen sechs Com- 
plexen d auch ihre resp. Polaren bezüglich des Gewebes 7" (20.,, und auch 
/" und der darin enthaltene quadratische Complex 7/7, sind bezüglich der 
sechs d sich selbst zugeordnet. 

22. Der Axe x eines speciellen Complexes ist bezüglich des ent- 
sprechenden Complexes z eine Gerade =’ zugeordnet, die „Polare“ von 
bezüglich des quadratischen Complexes /\. Jede auf x und x’ sich 
stützende Gerade / ist die Axe eines auf x ruhenden speciellen Complexes. 
welcher dem Complexe x eonjugirt und von ihm durch zwei specielle Com- 
plexe des Gewebes /’ harmonisch getrennt ist (11., 5.). Die Geraden .r und 
! sind sonach harmonisch getrennt dureh die beiden Strahlen des quadratischen 
Complexes /,, welche mit ihnen in einem Strahlenbüschel erster Ordnung 
liegen (5.). Daraus folgt: Durch die Polare x’ gehen die Polarebenen von 
x bezüglich aller Complexkegel von /},, deren Mittelpunkte auf x liegen: und 
auf x’ liegen die Pole von x bezüglich aller Complexeurven von /},. deren 
Ebenen durch z gehen“). 

23. Sind die homologen Complexe r, x’ beide speciell. so fällt i. A. 
die Polare x’ der Geraden x bezüglich /\, mit der Axe r’ zusammen; nw 
wenn x diese Axe schneidet, kann jede durch den Punkt z.r gehende und 
in der Ebene zır' liegende Gerade als Polare von x betrachtet werden (3. 
Im letzteren Falle heisst x ein „singulärer Strahl“ des quadratischen Com. 


*) Vgl. Plücker a. a. O. S. 294 und 299. 
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plexes /\; und da die ihm unendlich nahe benachbarten Strahlen von 7), 
auch x’ schneiden (11.), so liegen sie theils in der Ebene zz’, theils gehen 
sie durch den Punkt zr‘. Alle durch den singulären Strahl z gehenden 
Complexkegel von /\, berühren folglich in x die „singuläre Ebene“ zr', 
und alle durch z gehenden Strahlenbüschel zweiter Ordnung (oder Gom- 
plexceurven) von /, haben in x den „singulären Punkt“ zx’ zum Berührungs- 
punkt”). Damit dieses möglich sei, muss sowohl die Complexcurve der 
singulären Ebene zxr' als auch der Complexkegel des singulären Punktes 
zx in zwei durch x gehende Strahlenbüschel erster Ordnung zerfallen. 

Wie x ein singulärer Strahl von /,,, so ist zugleich die homologe 
Axe x' ein singulärer Strahl des quadratischen Oomplexes 7}, (20. Die 
singulären Punkte und Ebenen xx’ dieser beiden Strahlen fallen zusammen. 

24. Die Polare eines linearen Öomplexes z bezüglich des quadra- 
tischen Gewebes /' stützt sich auf einen speciellen Complex x’, wenn [x 
verschwindet und folglich wegen (VI): 





(A,, 7 0A u 1 PS le aan ui / 79 %) (At, +4407 + Ay X) 
(IX.) + (Au,E; 492,4 + Ay) (58, + 43%, ++ A566) = V 
+ (30% 4 30:4 + 0555) (Act art + AT) 





ist. Diese Gleichung repräsentirt, wenn [x] = 0 gesetzt wird, einen quadra- 
tischen Complex /\, welcher mit 7}, die (biquadratische) Congruenz der 
singulären Strahlen von /\, gemein hat (23.). Durch einen Punkt gehen 
i. A. vier singuläre Strahlen von 7/1; in denselben schneiden sich zwei con- 
centrische Complexkegel von /\, und /\,, und zwei von ihnen vereinigen 
sich folglich, wenn der Punkt ein singulärer ist, mit dem zugehörigen 
singulären Strahle (23.). In einer beliebigen Ebene liegen ebenso i. A. 
vier singuläre Strahlen von Z\,; zwei derselben fallen zusammen, wenn die 
Ebene eine singuläre ist. Die „Brennfläche“ der biquadratischen Congruenz 
aller singulären Strahlen von /\, enthält sonach den Ort der singulären 
Punkte und Ebenen von 7, und /\, als besonderen Theil. 

25. Von zwei beliebigen Geraden g, g’ werden i. A. acht singuläre 
Strahlen des quadratischen Complexes /\, geschnitten, weil eine lineare 
Congruenz mit einer biquadratischen i. A. acht Strahlen gemein hat (1.). 
Die Gerade g schneidet zwei homologe singuläre Strahlen x, x’ der Com- 
plexe /\, und 7), wenn [gx=] und [gx’] verschwinden, wenn also die Co- 


*) Vgl]. Plücker a. a. O. S. 300. 
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ordinaten von x den beiden Gleichungen [ge] = V und Fa,g;x, = 0 genügen 
(vgl. (VIL)); alsdann aber schneidet x auch die Polare g’ von g in Bezug 
auf 71, (22... Es giebt folglich i. A. acht singuläre Strahlen z von /), 
welche zugleich mit den ihnen entsprechenden Strahlen «= von 7) eine 
segebene Gerade g schneiden, von denen also theils die singulären Punkte 
zz auf g liegen, theils die singulären Ebenen xx’ durch g gehen. Daraus folgt 
(vgl. 18.): Auf einer Geraden g liegen i. A. vier singuläre Punkte und dureh 
sie gehen i. A. vier singuläre Ebenen des quadratischen Complexes /},; die Sin- 
gularitätenfläche &* von 7, d. h. der Ort der singulären Punkte und Ebenen 
des Complexes ist von der vierten Ordnung und der vierten Klasse (vgl. 29.). 

26. Der quadratische Complex 7‘, und die biquadratische Congruenz 
seiner singulären Strahlen ändern sich nieht, wenn in (IX.) und in der 
Gleichung Fa,r,x, =V von I’ gesetzt wird: 

Guati, OstA, Aut Statt TeSp. A, Ars, Go} 

denn die linke Seite von (IX.) ändert sich dadurch um das Binom 
,2a,2,2, +4 [x], dessen beide Theile für alle Strahlen von 7), verschwinden. 
Wohl aber erhält der einem singulären Strahle z entsprechende Strahl x’ von 
I‘, eine andere Lage, indem er um den singulären Punkt und in der singu- 
lären Ebene von x sich dreht (23.). Der quadratische Complex 7, und seine 
singulären Strahlen = ändern sich demnach mit 4, aber die singulären 
Punkte und Ebenen der x bleiben ungeändert und fallen mit denjenigen 
der entsprechenden x von /\, zusammen. 


g 
Ss4. 
Quadratische Complexe mit gemeinschaftlichen singulären Punkten und Ebenen. 


27. Wie die Gleichung Fa,r,0,+24(2,2,4+2%2,+2,2,)=( einen 
Büschel quadratischer Complexen-Gewebe /' repräsentirt, die alle denselben 
Complex zweiten Grades /‘, enthalten, so repräsentirt die Gleichung L=0, worin: 


( X, X. X. x, cC, Tr, 

x, d,; d;, A,, Gu+ä d., d;; 

T, a, A, d;; A, a,+4 ve 
L= | d;; d3; d;; Ay; As; 1 u 

TC, A,-4 d;; Ay; A;z dlz; Ass 

®; di; Ay 4 d;; As d;; As; 


2; As As Ay, 4 Ay A: dr 
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eine „Schaar quadratischer Complexen-Gewebe /”,* die Polare jenes /- 
Büschels bezüglich des Hauptgewebes 4 (19.). Jedem Complexen-Gewebe 
des /-Büschels entspricht in der 7”-Schaar seine Polare bezüglich 4 (20.): 
dieses Hauptgewebe aber ist in beiden Gebilden zugleich enthalten und 
entspricht sich selbst, weil für = x die beiden obigen Gleichungen über- 
gehen in [2] =0 und [x] =. 

Die /"-Schaar enthält eine Schaar quadratischer Complexe 7}, welche 
mit einander und mit /\, den Ort &* ihrer singulären Punkte und Ebenen 
gemein haben (26.). Die singulären Strahlen der Complexe 77, sind die 
Tangenten der Fläche &*. 

28. Die /"-Schaar L=0 wird eingehüllt von den x’ linearen 
Complexen-Geweben, welche auf den speciellen linearen Complexen des 
/-Büschels ruhen (20.); und zwar berührt jedes dieser Gewebe die Schaar 
in den x' Complexen, welche /,, in der Axe des speciellen Complexes 
tangiren (11.). Die vierfach unendlich vielen linearen Berührungscomplexe 
von /,, bilden demnach ein die Schaar umhüllendes und von ihr eingehülltes 
Uomplexen-Gewebe sechzehnten Grades, dessen Gleichung sich aus L= 0 


oL y® . . a > . . . 
und „, =0 durch Eliminirung von 4 ergiebt; denn die beiden unendlich 
x oL - v Y 
nahe benachbarten Gewebe ZL=0 und L+ a, dh —() der /"”-Schaar durch- 


dringen sich in den Complexen, welche sie mit dem sie umhüllenden Ge- 
webe gemein haben. In einem Complexen-Büschel giebt es also i. A. sech- 
zehn lineare Complexe, welche einen gegebenen quadratischen berühren. 
Wir kommen auf das Gewebe der Berührungscomplexe von 7‘, weiter unten 
zurück. 

29. Sechs Gewebe der /”-Schaar, nämlich die Polaren der sechs 
singulären Gewebe des /'-Büschels in Bezug auf das Hauptgewebe, redu- 
eiren sieh auf quadratische Complexen-Gewebe dritter Stufe; sie bestehen 
aus den x” linearen Complexen, welche 71, in je zwei Strahlen berühren 
und auf den Doppelcomplex d von je einem der singulären Gewebe sich 
stützen (13.). Die Schaar der quadratischen Complexe 7}, enthält demzu- 
folge sechs quadratische Congruenzen, welche in den linearen Complexen 
d liegen. Die Geraden dieser sechs Congruenzen sind Doppeltangenten der 


Singularitätenfläche &*; denn sie sind die Axen specieller Complexe, welche 
I‘, in je zwei Strahlen berühren, und tangiren &* in ihren Schnittpunkten 
mit den zugehörigen beiden Berührungsstrahlen (23., 27.). 
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Als Brennfläche quadratischer Congruenzen wurde $' bekanntlich 
von Herrn Kummer *) zuerst untersucht. Die Mittelpunkte und Ebenen der 
sechzehn in einer solchen Congruenz i. A. enthaltenen Strahlenbischel sind 
die sechzehn Knotenpunkte und sechzehn singulären Ebenen von &#*. Die 
Fläche enthält die singulären Punkte der Uongruenzen und Complexe /\, und 
wird zugleich von deren singulären Ebenen eingehüllt. 


Die quadratischen Gewebe /” und Complexe 7/7, der Sehaar und die 
Fläche &° sind bezüglich der sechs linearen Complexe d sich selbst zuge 


ordnet, ebenso wie die Gewebe /' und der- quadratische Complex 7, des 
Büschels (21.); die Doppelelemente von &* sind bezüglich derselben paar- 
weise einander zugeordnet. 

30. Die Gleichung L = 0 ist für den Parameter A vom fünften Grade: 
durch einen beliebigen linearen Complex x’ gehen deshalb fünf Gewebe 
der /"-Schaar. Das lineare Complexen-Gewebe, welches auf x’ sieh stützt. 
wird folglich von den entsprechenden fünf Geweben des /-Büschels berührt, 
und zwar ist es bezüglich dieser fünf /' die Polare der fünf Berührungs 
complexe. Letztere sind somit paarweise conjugirt in Bezug aut zwei der 
fünf /', also auch bezüglich des /-Büschels (15.): sie stützen einander (16. 
und bilden mit x zusammen eine Gruppe von sechs sich gegenseitig stützen- 
den Complexen. Die fünf Complexen-Gewebe, deren Träger sie sind. gehen 
durch je vier von ihnen, und berühren in x’ je eines der fünf durch «x 
gehenden Gewebe der /"-Schaar. 

3l. Wird der Complex x so gewählt. dass die Gleichung L=V0 
zwei gleiche Wurzeln hat und von den fünf dureh x’ gehenden Geweben 


der /"-Schaar zwei zusammenfallen, so genügen die x) den beiden Grlei- 


chungen L=V und =). Zugleich vereinigen sich zwei von den fünt 
Ok ; 


Geweben des /-Büschels, welche das auf x’ ruhende Complexen-Gewebe 
berühren, und ihre beiden Berührungscomplexe redueiren sich, weil auch 
sie zusammenfallen und einander und x stützen, auf einen speciellen Com- 
plex (8.), dessen Axe in x liegt. In dieser Axe aber wird der quadra- 
tische Complex /,, von x berührt (11.): sie ist ein singulärer Strahl von 
/;,, wenn auch x’ ein speeieller Complex ist (23.), und berührt alsdann ebenso 
wie die Axe x die Singularitätenfläche 2* im Punkte xx. So ergiebt sich 


*) Kummer, über die algebraischen Strahlensysteme (Abhandlungen der Berliner 
Akademie, math. Kl. 1866, 8. 52). 
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wiederum, dass das Gewebe aller linearen Complexe, welche den quadra- 
tischen /\, berühren, durch das Verschwinden der Diseriminante von L dar- 
gestellt wird. Die Axen der speciellen Compiexe dieses Gewebes sind die 
Tangenten der Singularitätenfläche &*. 

32. Die linearen Complexe x, deren Coordinaten für irgend welche 
\Werthe von 4 den drei, vier oder fünf ersten der Gleichungen: 

a A ETF ETF Eh 

oh oA“ oh oA o4)° 

genügen, haben ebenso mit /\, eine Berührung zweiter, dritter resp. vierter 
Ordnung; die Axen der speciellen unter ihnen berühren die Singularitäten- 
Häche &* drei-, vier- resp. fünfpunktig *). Die dreipunktigen sind die Haupt- 


4 


tangenten von &*; die vierpunktigen bilden, wie schon Herr F. Klein her- 
vorhebt, sowohl die Tangentenkegel der sechzehn Knotenpunkte als auch 
die Berührungseurven der sechzehn singulären Ebenen von $*; fünfpunk- 
tige Tangenten hat &* i. A. nicht. 
Ist nach Potenzen von 4 entwickelt 
L = Ad+ AA + A, 
so ergiebt sich 


1. 
} 


A,=2[2]) und A=-Za,r,0,+4la.t as ta,)|e). 


35. Die Gleichung L= 0 repräsentirt, wenn [x] = 0 ist, eine Schaar 
quadratischer Complexe /) mit gemeinschaftlicher Singularitätenfläche &* 
27.). >$ie ist in diesem Falle für 4 nur noch vom vierten Grade, und es 
gehen deshalb durch einen beliebigen Strahl = i. A. vier von den Com- 
plexen /\. Die /)-Sehaar wird eingehüllt von den doppelt unendlich vielen 
speciellen Compiexen, welche die singulären Strahlen des Complexes /:| 
zu Axen haben (20) „Jeder dieser linearen Complexe berührt die quadra- 
tischen 7/7, in singulären Strahlen, die einen Strahlenbüschel erster Ordnung 
bilden und &* in einem und demselben Punkte berühren (11., 26.). 

Die /)-Schaar enthält auch den quadratischen Complex /,, denn 
ihre Gleichung geht für A=x über mn A, = —-Ia,r;c,=0. Es lässt sich 
beweisen, dass die Schaar durch jeden ihrer Complexe 7}, ebenso wie durch 
/‘, bestimmt ist, und dass i. A. auch ihre Singularitätenfläche zu ihrer Be- 
stimmung ausreicht. Sie wird deshalb von den »° speciellen Complexen 
umhüllt, welche die Tangenten von &* zu Axen haben. 


*) Wegen des Beweises dieser letzteren Behauptung vgl. F. Klein in den Math. 
Ann. II, 8. 225. 
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Schlussbemerkuno 


Die Liniengeometrie hat sich uns zu einer Geometrie der füntfach 
unendlich vielen linearen Complexe und der aus ihnen gebildeten Complexen- 
(sewebe erweitert. Dabei ist ihre schon erwähnte Analogie mit der Kuwel- 
geometrie und der Geometrie des Raumes von drei Dimensionen so viel- 
fach hervorgetreten, dass es sich wohl verlohnt, noch einmal kurz darauf 
zurückzukommen. 

Wie die Punktkugeln eines linearen oder quadratischen Kureleom- 
plexes auf einer Kugel resp. einer Cyelide liegen, so bilden die Axen der 


speeiellen Complexe eines linearen oder quadratischen Complexen-Gewebes 


einen linearen resp. quadratischen Strahlencomplex. Ein Büschel qnadı 
tischer Kugeleomplexe mit gemeinschattlicher CUyelide hat zu olare be 


züglich des quadratischen Punktkugel-Complexes /7 eine Schaar conio 
Kugeleomplexe zweiten Grades; diese Schaar wird eingehüll N 


Kugelgebüschen, welche zwei ihrer Complexe oder einen de 


zugleich /7 berühren: sie enthält eine Schaar eontocaler Uveliden sın 
Büschel quadratischer Complexen-Gewebe /', welche alle denselben qu 
tischen Complex 7/7, enthalten, hat ebenso zur Polare bezüglich 

eomplexes H eine Schaar quadratischer Complexen-Gewebe /', 1 les 
lineare Complexen-Gewebe, welches zwei dieser quadratischen /" oder eines 
derselben und zugleich 4 berührt, tangirt alle Gewebe der Sch 


BER \ n +1 . ® Y k E ı i 2 1 er \ ’ \ i N. . 
letztere enthält eine Schaar qunadratischer Complexe /\, mit gemeins 
licher Singularitätenfläche &*. In analoger Weise wird eine Schaar co 


f' Al T Fläe r ait (; . | . 7 r ylar | “rd ınäraı I‘ 1 ' 
ocaleı lächen zweiten rates Von JCucl ImMazrınardcı DENIM 





welche irgend zwei ihrer Flächen oder eine derselben und den un 
fernen imaeinären Normalkreis berührt; doch ist letzterer eine sin 
Fläche zweiten Grades. 


Wie zu der Sehaar eonfoealer Flächen zweiten Grades vie! 


schnitte (die drei Focaleurven und der Normalkreis) gehören, so en 
die Schaar confocaler Kugeleomplexe fünf quadratische Kugelcongruenzen 
und die /"-Schaar sechs quadratische Complexen-Gewebe dritter Stute 
(29). Die hier auftretenden Zahlen sind nur deshalb verschieden, weil die 
Klemente der drei Schaaren von verschiedenen Dimensionen sind. In der 


ojebt es fünf Foealeurven. und in der Schaar 


oO 


Schaar confocaler Cyeliden 


quadratischer Complexe 7/7, redueiren sich ebenso sechs auf quadratische 








348 Reye, über Strahlencomplexe und deren Gewebe. 
Congruenzen. Ein quadratischer Kugeleomplex und seine Oyelide sind in 
Bezug auf fünf Kugeln zu sich selbst invers; ein quadratisches Complexen- 
(sewebe und der darin enthaltene quadratische Complex sind in Bezug auf 
sechs lineare Complexe sich selbst zugeordnet. 


Endlich giebt es i. A. 
fünf quadratische Öongruenzen von Kugeln, welche eine Oyelide, und sechs 
solche von Geraden, welche eine Singularitätenfläche &* doppelt berühren. 


Strassburg i. E., den 3. October 1883. 
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